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IX. IJher Reihen auf der Convergenzgrenze. 



Von Emanuel Lasker, Dr, Phil 



Communicated hy Major MacMahon, F.R.S. 



Eeceived March 15, — Eead April 5, 1900. Ee vised February, 1901. 



1. Es seien cc^ . . . x^ r complexe Variabele, welche in einem 2r-dimensionalen 
fictiven Raume als Coordinaten seiner reellen Punkte dienen mogen. Das System der 
Werte i^^ . . . x,. sei kurz mit ^' Tunkf x^ . . . cc^, bezeichnet. Smd e^ . . . e^ r 
positive endliche im iibrigen beliebig kleine Zahlen, und nimmt tji alle complexen 
Werte an, die der Ungleichung 

genligen, so heisse das Aggregat aller Punkte 

die NachhciTSchaft des Punktes a^j . . . x^. 

2. Es sei ferner u^, tic^ . . . %, , . . eine Folge unendlich vieler Functionen von 
tX/i . . . Xf^ nnci 

'//j 'T' '^^2 "T" • • • "T" "^^n "T • • • 

absolut und gleichmassig convergent fur die Nachbarschaffc eines Punktes 
P^^i . . . oCr. P wird dann inner er Convergenzpunkt der Reihe ^r ^^?t genannt 
werden. Die Gesammtheit aller inner en Convergenzpunkte der Reihe bilden ihren 
inneren Coavergenzhereich^ die Begrenzung dieses Bereiches ihre Convei^genzgrenze, 
1st die Reihe absolut, aber nicht gleichmassig in der Nachbarschaft von P con- 
vergent ; oder convergiert sie in P absolut, jedoch nicht mehr in der Nachbarschaft 
von P, so heisst P '' iiusserer Convergenzpunkt " der Reihe. Das Aggregat der 
ausseren Convergenzpunkte der Reihe formt geometrische Gebilde, die ''aussere 
Convergenzgebilde " der Reihe genannt werden mogen. 

Wir werden im folgenden nur von den inneren Convergenzbereichen und der 
Convergenzgrenze reden, viele der folgenden Untersuchungen bleiben aber anwendbar 
auch auf aussere Convergenzgebilde und deren Grenzen. 

3. P durchlaufe eine continuierliche oder discontinuierliche Folge von Lagen 

P P P 
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im inneren Convergenzbereiche der Reihe, derart dass die Folge der P nur eiiien 
Grenzpunkt L zulasse, welcher auf der Convergenzgrenze gelegen ist. Die Summe 
f =z 11^ -]- Uc^ -^ , . . + %i + . . . stellt eine Function von P dar, nnd die den Lagen 
P] . , . P,, . . . entsprechenden Werte seien mit fi^ fl - ^ ^ f^i - - - bezeichnet. 
Die folgende Untersuchung beschaftigt sich dann mit dem Verhaltnis von lim f^ zu 

n ~ CO 

dem Werte, den 11^ + • • • +.'^^« + • * < i^ P == L annimmt, nnd mit der asymptoti- 
schen Darstellnng von / in L bei zu Grundelegung des Grenzliberganges 

P =: P P P P 

■-*- ,„ , „ -»— 1 ft -A- Q *K -Ja™ O ft e _Jl_ 431 o © 

Jl =: CO 

iiberhaupt. 

4. Es sei in L die Reihe convergent und ihr Wert mit /l bezeichnet. Alsdann 

ist 

lim/, = /l 



■n, = 00 



immer dann, wenn die Reihe 

tt-j + '^3 + « • ^ + ^: 

bei zu Grundelegung des Grenzliberganges 

■ - P = P 



B S» 



1? -^ 3? -^ 3 " ' ' ^ « 



o e 9 



gleichmdssig convergiert, d. h. wenn sich bei vorgegebener Zahl S Indices N, M angeben 
lassen, so dass 

sobald als P irgend eine der Lagen Pm, Pm+i? Pm+2 » » ^ einnimmt. Dieser Satz ist 
wohlbekannt. Ein Specialfall desselben sagt aus : 1st die Reihe 

U-i -f" Uo "J" e . "y" Ufi ~p 



» 9 



in L absolut convergent, und convergiert auch die Reihe 



• ? 



wo U/, den Maximalwert des Moduls von %ik bezeichnet, wenn P die Lagen P^, P^ . . . 
P„ . . . durchlauft, so ist 

JLXXXX / At —-=• 8 T n 



?2, ™ 00 



Der Satz kann dazu dienen, bis zu einem gewissen Grade Aufschluss zu geben 
liber das asymptotische Yerhalten von u^ + . » » + Un + • • - > wenn P die Lagen 
P; durchlauft. Es sei z. B. angesetzt 

F {x) = Cq 4" ^1^ + <^%^^ + ' ^ ' + ^n^'' + « ' ^ 
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Der Convergenzradius der Reihe sei = 1. Die lieihe miiltiplicieren wir mit (l — x)\ 
wo X eine positive Gi^'osse bezeiclinet, und erhalten 

F(^) , {1 - xf = t^c,^f . (1 - x)\ 

Wir lassen nun x die positiven Werte zwischen und 1 durchlanfen und wenden 
obiges Criterion an. Der Maximalwert von x''(l — x)^ unter den obigen Umstanden 

ist = , —- ^-— — . f ist ofFenbar :=: 0, da ledes Glied der Reihe in ^ ::=: 1 verschwindet. 

Mithin ist 

limF(ir) . (1 — xf 

X — I 



immer dann ::=: 0, wenn ^-y- absolut convergiert ; und dasselbe gilt offenbar auch fur 

lim F (,r) . {x — jf, 

wo / irgend ein Punkt des Convergenzkreises. 

1st umgekehrt bekannt, dass fur einen bestimmten Wert von X und irgend einen 
Punkt des Convergenzkreises j lim F {x) . [x — jY nicht gleich ist, so folgt daraus 

X ■= i 

die Divergent von 

n 

Genau analoge Untersuchungen lassen sich vielfach anstellen, z. B. bei Annahme von 
Potenzreihen von mehr als 1 Veriinderlichen, bei zu Grundelegung von Reihen der 

Form Sr^;- ^, bei Betraclitung von Integralen etc. Ergiinzt, und in gewissem 

Sinne erweitert, wird der Satz durcli die nun folgende Uberlegung. 
5. Es sei in P ^ L die Reihe 

divergent. Gesucht ist ein Criterion, welches anzeigt, dass daraufhin lim /J, = oo. 

n = CO 

Wir behaupten, dies sei immer der Fall, wenn sich irgend eine endliche Zahl c 
angeben lasst, derart dass die Ungleichung 

'^1 + ^^3 + • • • + "^hi + • • • I > <^ • ( hh I + h^2 i + • • * + ! '^^^^ I + • • •) 

gultigbleibt flir alle Lagen von P, deren Index grosser ist als eine angebbare endliche 
Zahl N. Dies Criterion sei das Criterion K genannt. 

Um seine Existenz zu beweisen schliessen wir wie folgt. Es ist fur alle Lagen 
von P 

F = h^i I + h^3 1 + h% I + . . . +\ w,, I + . . . 
> hh 1 + h^3 1 + h% I + • • • +1 ^^h 
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wo h irgfend eine endlicbe Zahl. Nun ist 



it- 



+ |%1+. . . + 



w.„ 



6 8 S 



in P = L divergent ; mithin lasst sich ein Index h angeben, derart dass in P = L 

wie gross 7) audi sei. Andererseits sind die Ui in den Lagen P^, P^, Pg . . , P,, . , . 
stetig und endlicli (oder diese Untersuchung wtlrde gar keinen Sinn haben), und 
dasselbe gilt somit ftir die | iii | . Ist daher 8 eine beliebig kleine endliche vorgege- 
bene Zahl, so ist es moglich, einen Index M zu finden, derart dass fur alle Lagen von 
P deren Index > M, der Wert von 



ic. 



+ 



u 



% 



~p , . , "J- 11' 



in P =L sich von dem Wert desselben Ausdruckes fiir obige Lagen von P um 
weniger als 8 unterscheide. Somit ist der Wert von. F in P =:P;,, wo n > M. ist, 
grosser als t] — h. Dies besagt dass F, wenn P die Lagen Pj^, P^ . , . P..^ . , . 
durchlauft, liber alle Grenzen wachst. Es ist somit 



lim P = CO 



11 = 00 



und somit infolge der Ungleichung 



llj^ + '^^ + • • • '\'%i + • • . I > C. ( I l^'-j^ I + I '?^% 1 + . . . +1 u„, I + . . .) 



auch 



limj^^ =00 q, e. d. 



n — 00 



6. Es seien nun 



« « s 



J := %l^ -\- tl^ -f- . . « "-p tl-ji -^ 



zwei Reihen, von denen bekannt sei, dass die zweite dem Criterion K gentige, und 
dass, wenn P die Lagen P^^ . . . P^^ . . . durchlauft, 



^(' 



im - qieiclimassiq = emer endlicnen Urosse p. 
Alsdann genilgt auch die erste Reihe dem Criterion K ; es ist also 



und ferner findet sich 



lim f zzz ao 



P ==L 



lim xfj 

P =L 



U 



% 



lim y = lim 

P = L Y P = L, w = QQ "^"^n 



00 



Dieser Satz heisse das Theorem T, 
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Der Grenziibergang, in welchem P die Lagen P^ . . 
kurz der Grenzllbergang G. 



P 



n * ' 



, durchlliuft, sei 



tt^ 



u 



p . v^^ sei = w^i, Dann ist 



lim -— =: 0. 



P = L, 71 = CO ^n 



Mithin ist auch 



lim 

P = L, « = CO 



W, 



n 



V 



n 



0, 



Es sei T irgend eine vorgegebene beliebig kleine endliche positive Zahl. Es lasst 
sich dann immer ein Index N und eine Lage Q von P angeben, so dass wenn n > N 
und P beim Grenzllbergang G die Lage Q passiert hat. 



w. 



n 



V 



n 



< -, da ja nach Voranssetzung 



lim 

P = L, ri = 00 



to. 



n 



n 



n 



gleiclimdssig =^ 0. 



Der Ausdruck 



^ CO I 



r . 



V,. 



n 



zerfallt in drei Teile A, B, 0. 

Im ersten Teile A stehen alle Glieder, deren Index < N. Derselbe ist immei* 
kleiner als %y\ '^^A^ ^^^ kleiner als eine angebbare endliche Grosse. 

Im zweiten Teile B stehen alle Glieder 



t I l^n 



V 



n I J 



deren Index > N. Derselbe ist fur jede Lage von P jenseits Q negativ. 



Der dritte Teil C ist ^ 



9, 



V 



n 



und nahert sich, da nach Voraussetzung die 



Reihe %Vn dem Criterion K geniigt, dem Werte — cxd . 

Somit lasst sich eine Lage Q^ von P angeben, so dass beim Grenzllbergang G bei 
einer Lage von P jenseits Q' 



^00 

2^1 



W 



u 



— r . 



V 



11 



immerfort negativ bleibt. Daraus folgt dann, da r eine beliebige Grosse war, 



2x I 
1 "^^n 



also a fortiori 



lim 

P = L ^1 \^n 



2CC 
1 "^n 

P = L -Si b" 



= 0; 



= 0. 
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Andererseits, da ^^ '^'w. dem Criterion K genligt, lasst sich eine endliclie Zahl c fiiiden. 
BO dass beim Grenzubergang G gieichmassig 



Somit ist 



und dalier 



V,, > c . t 


% 




- 


11111 ^^ 


lim „„ - - 

P = L 2.1 V,t 


- P 



Oi CI. 



Das Theorem T bleibt noch giiltig, wenn die iin in L selbst unendlicli gross werden, 
imr muss dann das Criterion K dnrch ein anderes erganzt werden, welches wir 
das Criterion K^ nennen mogen. Dasselbe besagt, dass, wenn 'T) eine vorgegebene 
behebig grosse Zahl sei, wenn ferner ein Index M gegeben sei, sich immer eine Lage 
"R von P finden lasse^ so dass beim Greiiztibergang G jenseits R imnierfort 

7) . ( I '^^i I + I '^^3 I + I ^h I + . « • + '^^M ) < i ^^M+l + '%r + 2 + ^^M + 3 +••••!* 

Der Beweis ist dann ganz genau analog dem obigen, d.h., l)asiert darauf, dass bei 
beliebig vorgegebenem r Sf ( | iv,, | — r. | %\> \ ) schliesslich immerfort negativ Avird. 

Es ist klar, dass sich die obigen Bemerkungen ohne weiteres auf bestimmte 
IntepTale zwischen positiven Grenzen und bei positiver Balm erweitern lassen. 

Auch fiir unendliche Producte existiert ein Theorem T, Sei 



n = (1 + tej) , . . (1 + %) . e . (1 + ^«) • • ^ 

ein absolut convergentes Product iimerhalb eines inneren Convergenzbereiches 
Sei @ die CoiiYergeiizgrenze, und sei der Grenzubergang G wie obeii konstruiert. 
Die III erftillen das Criterion K, und ausserdem sei noch 



lim Uj^ gieichmassig =::: 0. 

n = 00 P = L 



Alsdann ist log n = 2 log (1 + u,) ; 



ferner 

nach einer 
Theorem T 



lim 

H ~ CO P = L 



l0g(l 4- Ur,) . . ., .. . 

s:lei cnmassi 



5Slg 



1 



elementaren Eigenschaft der natiliiichen Logaritmen, somit nach 



T log n ^ 

am ^J7 — = 1 



P = L 



Xu 



It 



7. Wir woUen nun auf einige iiahe liegende Anwendungen des Theorems T naher 
eingehen. 
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Eine elementare Formel ist 



ebenso 



log 



1 — X. 

1 



*" T(n + l)r(X) ' 






= tr 



Of' 



n 



X nahere sich durch positive Werte wachsend der 1., 

Es sei angesetzt /(cc) = l.^c^fio'^ und der Convergeiizradius der Potenzreihe sei = 1. 
Wir erhalten dann ohiie weiteres 



Satz I. Ist 



lim Cn , n^ ^ = p, so flndet sich 



n — oo 



und fiir X = 



lim f{x) . (1 



X — 1 



xY = p . r (X) 



lim ~ 



if 



1 

1 — X, 



p 



Satz I gilt auch noch fltr imaginare X, deren reeller Teil positiv ist. Er gilt auch 
noch, wenn x sich so der 1 nahert, dass sich durch 1 eine gerade Linie legen liisst, die 
mit der reellen Axe einen spitzen Winkel bildet, innerhalb welchem und dem Con- 
vergenzkreis x yariiert. 

Man kann niimlich nachweisen, dass dann das Criterion K befriedigt ist. Es sei 
\ :=z a -^ ift und a positiv. Alsdann ist identisch 



,00 



r (n + X) 

r (n + 1) . rx 



X 



n 



1 



rx, 






r (n + X ) 



X 



u 



Nun ist nach einer Eigenschaft der V Function 



lim n '^ "^ ^ 



^0^4-X) 



n — 00 



r {n + 1) 



' JL % 



somit nach dem evidenten Teil des Satzes I, wenn | x j sich wachsend der Einheit 
nahert, 



lim (1 — \x\y ' tl 



x\ ■■= I 



V{n + 1) 



Ju 



= r (a) . 



Ist 8 eine beliebig vorgegebene kleine Grosse, so liisst sich also nach obigem 
immer ein Wert ^ so nahe an 1 finden, dass fiir alio Lagen von x, fur die \x\> ^, 



<0 



r {n 4- X) 



T{n + 1) 



x 



n 



< 



(1 — bl)« 



Ist w der erwahnte spitze Winkel, so ist aus elementar geometrischen Griinden fiir 

alle Lagen von x 

1 -- \x\ < cos IV . \1 -— x\ \ 



somit 



^» 



Till +a) 
f(^+ 1) 



x 



n 



< 



r (a) + a 
(cos wy 






a 



X. 
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Fur alle Lagen x^ welche ilberhaupt in Betracht kommen, libersteigt das Argument 
von 1 -— X niemals einen gewissen endlichen Wert e^' ; somit ist abgesehen von einem 
endlichen Factor e^' ' ^ der Wert von 

1 — X 



Identisch mit 



a 



1 — X. 



Das Criterion K ist demnach in Kraft flir die Eeihe 



^' v(7i + i).r(x) 



unter den oben erwahnten Bedingungen, somit gilt auch das Theorem T unter 
denselben Bedingungen ; q.e.d. 

Satz T wurde von Appell gefunden—-' Comptes Rendus/ vol. 87 (Sur certaines 
series ordonnees par rapport aux puissances croissantes d'une variable) — jedoch 
mit der Einschrankung, dass X positiv und kleiner als 1 sei und dass x auf der 
positiven Axe wachsend sich 1 nahere. Der Satz findet sicli in der Appellschen Form 
auch bei Picard, ' Traite d' Analyse/ Tome 1, p, 208, 209, 210 aus dem Jahre 1891. 

Satz II. Es sei f{x) wiederum =: S^ c,, . x'\ 

Es ist dann identisch 



f^^ = Sr(co + ^1 + ^2 + . . . + c^)x 



11 



Indem wir auf ---^^-^ Satz I anwenden, erhalten wir Satz II. Derselbe lautet also : 

I - X ' 

Sind die Coefficienten einer Potenzreihe ^^ c^^. x^'' derart beschaffeiij dass 



lim 7^ ^ (cq + ^1 + • • * + <^i) = 
so ist lim f{x) , {1 --' xf = p . T {\ + I) 



x—l 



Dabel nahert sich x dem Punkte 1 auf die namliche Weise wie im Satze I, und X ist 
eine complexe Zahl, deren reeller Teil grosser als — 1. 

Flir X — ergiebt sich der Abelsche Satz, flir X = 1 der Satz von Frobenius 
(tJber die Leibnitzsche Reihe, ' Crelle/ Bd. 89, Jahr 1880). Auch die Satze von 
Holder, ' Math. Annalen,' Jahr 1882 (Uber Grenzwerte von Reihen an der Conver- 
genzgrenze) ergeben sich leicht als Specialfalle des obigen durch mehrfache Ausflihrung 
der Division durch 1 — x, Satz II findet sich fur den Fall, dass x auf der positiven 
Axe wachsend sich 1 annahert, im Aufsatz von Franel, ' Math, Annalen,' Bd. 52, 
Jahr 1899. 

Wenn im Satz II X =:: — 1, so findet sich 

nm • -I ^ 



X ^ 1 



(1 - x) log 

X 
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Satz in. Es sei wiederutn wie im Satz I 

und lim c^^ . n}'^ =i p 

wobei a eine negative Grosse = -— y. 

Die kleinste ganze Zahl grosser als y sei h. 

Alsdann convergieren nach bekannten Criterien die Reihen XqC^i, %on,c,i, 
ton{n—'l)c,, , . . Xon{'}i—l) . . . {n •— h -^ I) Cj,, welche wir beziehungsweise 
mit/(l),/^(l),/^^(l) . . . /|f)'^^ bezeichnen woUen, 

Satz III sagt dann aus, es sei 

fix) =f{l) +f{l) , (^ - 1) +^) . (^ - l)M- , , . + ^f^ . {x - 1)-^ 

+ p . (1 -xy^. i//(.x), 

wo lini \jj{x) ™ r(X). 

a; = 1 

Der Beweis beruht auf folgendem Httlfssatze : 

1st a^^ a^^ , , , a.ji , . , eine Folge derart, dass 

lim a^i . rt ^ p^ 

WO /x eine complexe Zahl, der en reeller Teil positiv und grosser als 1 ist, so dass also 

^1 + ^2 + • • • 4" <^*^i + • • • convergiert, 
so ist lim(a^, + ^m+i + «^+2 + • • .) n^"^ = 



m = CO 



In der That, es sei 

a, := -^-{n-^'-' - (n + l) ~- + ^) + \, 

also lim b^^ . n^' ^ 0, wo /x' der reelle Teil von /x. 

n = CO 

Es ist filr jedes vorgegebene 8 moglich einen Index N zu finden, so dass fiir 

ti > N 

Wahlen wir ?n > N, so ist also 

Daher muss sein 

lim {h, + 6,,+i + 6^+2 + . . .) . m^~^ = ; 

•-//i = 00 

<^m + <^^;« + i + ^#^+2 + • • • ist aber identisch 
—- ^ ^^ ^ (j^ ^ (j^^^ ^ (^^^^^ ^ ^ ^ ^ 
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Der Htilfssatz ist somit erwiesen. 

Nun wenden wlr uns zum Beweis des Satzes 111. 

Es war f{x) := toC.^x'' und 

Cq -j- C-^ "p C^ "T* ...» "x" ^?t "i » » » ::rj J^ ^1|, 

Wir bilden f^^hzf^l = -^^ (e„ + c„^, + c,^,+ . . .)x"-'; 

Ou + <^^/+i + <^u+2 + • • • setzen wir ^:= c,,,. Da nun 
lim c^i, . n^ ~ ^ =: p war, so ist nach dem Htilfssatz 



n = 00 



lira c,ji . n 



~ A 






Somit konnen wir diese Reihe genau so behandeln, wie die ursprtingliche Reihe ; 
und es ist unschwer zu sehen, dass sich dies Verfahren fortsetzen lasst, so lange als 
die Summe der Coefficienten der neu gebildeten Reihen convergiert, d. h. h mal. 
Schliesslich erhalten wir auf der rechten Seite eine Reihe, deren Coefficienten ^,, der 
Bedingung geniigen 

iim cp,, . a ^ ^ X , (^ \ ^ 1) ( ^ X -^ 2) . . . (- \ -h 1 - h)' 

Fiir die dazugehorige Reihe F (x) = to 4>nX"' gilt aber nach Satz I 

In. F (.) . (1 - .)-^ - _x.(-x-r r^r(3T?T^) • ^ (^^ + ^)- 

Nach dem bekannten Functionaltheorem der r-Function ; und wenn man berlick- 
sichtigt, dass 

F(x) = jrzi-i ^^^) f"{l) 

00 ~~~ J- ^ • J / 7 1 \ 

— „ — _ Qj^Q^ ^/2, ixial), 



X 



ergiebt sich dann rein aritmetisch die oben gegebene Form des Satzes III. 

Fur den Fall, dass y eine ganze Zahl ist und der imaginare Teil von X von 
verschieden ist, horen unsere Beweise auf gliltig zu sein, und wir lassen es dahin- 
gestellt, was dann eintreten mag. Ist aber X selbst eine ganze Zahl, so tritt offenbar 
die logaritmische Modification des Satzes I in Kraft und alles andere bleibt unver- 

iindert. 

8. Einige kurze Andeutungen, wie man die Siitze I, II, and III ausbeuten mag, 

mogen hier nicht am unrechten Platze sein. 
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Es sei etwa angesetzt 

V(n -f a) . V(n + /3) . r(n + 7) 



J \^xj — Xq X » 



V(7i + S) . ^(7^ + e). r(7^ 4- ^) 



Alsdann genilgt /{x) offenbar einer homogenen linearen DifFerentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten, Der Punkt x ~-^- 1 ist ein singularer Punkt derselben. Fragt 
man nach der Fortsetzung des Integrals f{x) beim Punkte x -^^^ 1^ so lasst die 
Fiichssche Theorie noch die Frage nach dem Werte einiger Coefficient en offen, die 
gerade durch Satze I und III in befriedigender Weise gelost wird. 

Oder sei angesetzt 

J {Xj ^^ ^Q X 

und fragen wir nach dem asymptotischen Verhalten der Function, wenn x sich 
geradhnig vom NuUpunkt einem Punkte j des Convergenzkreises nithert. Ist / = 1 , 
so sagt uns Satz II ohne weiteres, dass 



limf{x) . yi - cc = r(3/2). 



X =: I 



Isty =: -— 1, SO setzen wir x :=: — x^ und lassen cc^ sich der positiven Einheit nahern. 
Es ist dann 

F{x') =/{-- x) ^ t^x'-''' - t;x^''''''^\ 
IS^l == t;x''''\l + ^' + . . . + x^^% also 






S4. 4^n 



Nach Satz II ist aber 

—" 2 



Hm(l - x) . t{4:n + 1) . x'""" 



X' =z 1 



und ebenso 



Km (1 --- x') ,t (4n + 1) . x ''''''''' = i 

x' = 1 

Daher ist Ymif{x) = ^. 



x=^ -I 



Es sei y =: g^'^^-^ iind r = ajb eine rationale Zahl, insbesondere h eine uugerade 
Primzahl. Alsdann fuhrt ein Verfahren zum Ziel, Avelches wir fiir den besonderen 
Fall 6 = 5, a := 1 durchfiihren werden. Wir setzen wiederum 

und lassen x' sich positiv wachsend dei" Einheit nahern. Es ist identisch 

f{x) = So"a;'«' + j . t^x'^'''"-'^' + x"-""*'^ 
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Nun ist nach Satz II 



Mm So" «'<''"' . v^l - «' = i • r3/2 

A»/ — 1 



x' ==1 



Km (So°'a;'<'^" + ^>^ + i«'<^" + ^)') . ^1 ^ x' = f . r3/2 , 



a-' = 1 



lim (Srcc'<^" + ^)' + a-'(^'' + '>') Vl - «' = I • r3/2. 



Daraus ergiebt sicli 



lim /(a?) , yi ^ 0?^ = i . r3/2{l + 2/ + 2/) , 



x' ^1 



limf{x) . ^j — X = ^/j . } . r3/2 , (1 + 2j + 2/) , 



X=^J 



Diese Schlussweise ist ganz allgemein. Es geht aiis diesem asymptotischen Gesetz 
ohne weiteres hervor, dass die singularen Piinkte der Function nnendlicli dicht aiif 
dem Convergenzkreise liegen, dass derselbe also eine nattirliche Grenze der Reihe 

r 

bildet. 

9. Es sei ^(1), <^(2) . . . (j){n) . . . eine Folge^ derart dass 

<^(l) + ^(2)+ ' . . +<j&(r^)+ , . . , » 

in einem Grenzpunkte der Convergenz L beiin Grenzlibergang G das Criterion K 
erflillt. Ferner sei cf) (u) eine Function der reellen positiven Veranderlichen u, derart 

dasB lim ^-^'-^----^ = 1 beini GrenzitberganP^ G, und zwar in gleichmassiger Weise. 

Diese Grenzbeziehung soil Geltung haben flir jeden endlichen positiven Wert von 
h <1. Unter diesen Voraussetznngen ist 

Xim ' ~ ' ~~ _m """^ -*■• » 



lOO 
P =: L 



(j> (tfj) flu 

I 

Dies ist eine unmittelbare Folge des Theorems T. Es ist namlich identisch 
(j)(u)du= (f>{ti)du-^ (f>{u)dM . . . + (j){u)du + 



« » » 

2 Jn ' ^ ' 



["' '^' ^ 6 (u) —- 6 (71) J . «T T ^. 1^1 T (bCit + h) T p.. 

Ferner 1st rr-^ d"^, niiolge der Grenzbezieliung hm -^y^ - := l^ fur 

genltgend grosse Werte von ti und Lagen von P genligend nahe an L, kleiner als S, 
wie klein S audi sei. Somit ist 



■71 + 1 

^ (u) du 

w=ooP = L <pW 



in gleichmassiger Weise, also folgt nach Theorem T die Behauptung, 
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Ein ganz analoger Satz gilt ofFenbar audi fiir mehrfache Summen unci mehrfache 
Integrale. 

Die Voratissetzung, dass ^(1) + ^(2) + • - • + <^(^0 + • • • bei lim P = L 
das Criterion K erfiille, kann audi durcli die andere ersetzt werden, dass 

>n + 1 



00 r^-' '^ ^ 

J n 



das Criterion K erfiille, d. h., dass sich eine Constante c finden lasse, so dass gleidi- 
niassig 

(f) (u) clw > . I ^ (u) I dif. . 

10. Der Satz 9 ist fur die wirklidie Beredinuiig von Grenzwerten selir dienlidi, 
da das liechnen mit bestimmten Integralen viel einfacher ist als das Reclinen mit 
Eeihen. 

Es sei z. B. x eine positive reelle Veranderliclie und angesetzt /' (i») = S* . 

X > 1. Der Grenzltbergang G bestehe darin, dass x unendlich gross wird. Es ist 
das asymptotische Verhalten von f [x) zu untersuchen. 

Ymxfix) ist offenbar = 0, jedodi lim x * f{x) =: oo , da es dem Criterion K geniigt. 

as xiiceHiai 

• dti 



.^' + ii^ 

1st nun leicht zu finden, wenn man 

u^ z= X . v^ setzt 



5 



wobei weder Integrationsbahn nocli Grenzen geiindert werden, Dasselbe ist augen- 
oonemxioii 



f 



x^ I 





X + 03 . V^ Jo 1 -\- V'^ 



Somit ist nach dem Satz des Art. 9 



lim Qc}--^!^ •/'(^') 



• 00 



dv 



a; = so 



Q 1 ■■{■ V^ 

11. Eine Folge von Zahlen a^, a^^ a^ .... c^;, ... ., ftir weldie 



n = 00 



n"-o log n^i log log n"^^ . . . log log log (h mal) n"^^ 



bei irgendwelclien Werten der a, gehore zum Bonnetschen Typtis [otg, cc^ a^ , . a/, 
Eine Folge des Typus [■— 1, — • 1, — 1 . . , . (^ + 1 ^^1)] ^^^ kurz Lf'^i. 
Im Zusammenhang hiermit stellen wir nun gewisse Satze auf. 

O 1j ju 
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Satz IV. 1st c,, = p [_aQ, oej . . . , aj und ist 

CCq ^ «— 1 , , 

ferner f{'^) ^^- ^o ^''' - ^'^ » ^^^ findet sicli 

Mm f{x) . (1 — a?)*"""^'^ . (log: 7;) . (l<^gl^g"i z:, ) ' ' ' = p . r(l + a^) 



■r = 1 



1 — 0)/ \ o o 2 



Lst jedocli a^ = — 1 und a^. + i die erste der Zalilen a, welclie von ~ 1 verschieden 

ist, so ist 



li 01 /(,!?). [log log . , . (^ + lnial)— — ) *^^ M^og ^ ' * (l^ + 2mal) 



.:c:^ 1 



. — I Mlog ^ » * (A^ + 2mal)^-- — 



« « $ 



p 



^i" + 1 I J- 



Dabei niihert sich x durcli positive reelle Werte waclisend der Einheit. 
Der Beweis beruht auf ■ der Aiissage des Art. 9, f(x) lasst sich daraufhin seinem 
asymptotischen Verlialten nacli stiidieren durch Betrachtmig des Integrals 

.00 

^^"'^ (log t^)"^ (log log t/.)''-" . . . {log log {hmB})iiY' , x/ du , 



-' c 



wobei die untere Grenze des Integrals irgend eine passend gewalilte endliche 
Constante, die Balm die positive Axe der it ist. 

1 

x" =: e"''*^*"^''', logi» = — ;;-. Wir ersetzen u durcli _|9 v. Das Integral wii-d dann 



€0 

c 

p 



e '' . {p . vY'' . Q-0g2yvY^ (log logpvY' « ^ . p . cfo . 



Wir betrachten sein asyniptotisches Verlialten, wenn p durch positive reelle Werte 
liber alle Grenzen wachst. 
Das Integral ist identisch 

CD 

^^«oM(logp)«i(loglog|))«3 _ , I, 

T ^ r -V a flog'P'vY^- /loglogp'/;\^-2 

wo I = e ^. qfoi^^iA^\ ^ {^-'^■'^■^ . , , dv . 

Ji \logpJ \ log log p/ 

p . 

Es ist identisch '-,'^--- '- = 1 + --~^~-~-. Ferner ist -^P-^:^^^^-^-'-^ < 1 + .3_-^li wenn /j 

logp logp log log ,p log log ^^ ^ 

und V genligend gross gewahlt sind, namlich so, dass log p > 2 und log t; > 2, da 
dann 

logp + logt' < log p . log ^;, also 
log log {p.v) < log logp + log log V . 
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Uberhaupt findet man leicht, class bei genligend grossen Werten von p und u 

loglog . . . (Anial)p , v log log • • • (/^nial)'y 

<^ 1 -j- 



loglog . . . (/irnal)^? 



Somit ist fiir beliebige Werte von a., a 



log log . . . (h inal) j; * 



1? ^2 



loglog . . 
loo; loo; . 



. (hmBl)p . v'Y^ 



immer zwischen 1 und 



loo'loo' . 



(h iiial) 'p 



(h mal) vV-'' 



loglog . . . (kiiial)pj 



gelegen, wenn nur^9 und t? genligend gross gewiihlt sind. 
Das Integral 



I = 



.00 

c 

p 



e 



. i;''o 



log^^yi 

log 'Jjj 



I log log '^^ ""' 
log log^^ 



. av 



ist aber in p =co convergent. Die bereits erwahnte specielle Form des Criterion 
der Gleichmassigkeit der Convergent trifi't nun nacli obi^en Unsieichuns'en liier zu. 

Es ist daher 



^ti 



'S' 



.00 



p = cc 



lim I = 6""^ . v^'hIv = r (1 + ^o) 



fur irgendwelche Werte der a, vorausgesetzt nur, dass der reelle Teil von an grosser 



IS Li ais •""" X, 

Ist andererseits a 







.I5 a. 



1 .... a^ 



1, und a^.,. 1 von — 1 verschieden. 



so verfahren wir wie folgt. 



/(^O : 



l—x 



IS t — ^Q ( {/Q "~j~* Cj -j~ . . , —p Cfi^j 00 , 



Durch ein Verfahren, welches dem im Hulfssatz von Satz III angewandten parallel 
lauft, beweisen wir leicht, dass die Folge g^,, = c^ + c^ + . . . + a,, zu dem Bonnet- 

schen Typus [0, 0, ... , a^ + i+ 1? ^1 + 2 • • • «/J gehort, genauer das -- ~— — -- 

(k + J ) null ^/t + 1 4" 1 ■ 

fache einer Folge dieses Typus ist. Dieser Fall ist somit auf den ersten Fall 
reducierbar. 

1 



Damit ist im wesentlichen der Beweis voUendet. 



log 



P 



war 



wachsend der Einheit nahert, ist lim . "^ 

X = 1 1 - 



log X, Da X sich 

1 



zu 



; = -— 1. Also ist 2^ durch - 

ersetzen und man braucht nur noch Theorem T anzuwenden, um die Behauptung zu 
erschliessen. 
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Das Aiialogon der Satze II uiid III ist ofienbar audi im hier erorterten weiteren 
Siniie moglich. 

Satz V. Es sei a,, eine Folge positiver Grossen, welche immerfort wachsen^ 
dei'art dass lim cl, = oo . 



n= 00 



Es sei ferner a^ ein Bonnetscher Typus 



a., 



u 



[0, 0, . . . a, /S, y 



ess 



'til + 1 mal 

a > 1 



und 



F(^) 



00 



^m+1 M 



1 X + ^ 



n 



S] 



Wir woUeii das asymptotisclie Verhalten von F (x) untersuclien, wenn x durch 
positive reelle Werte tlber alle Greiizen wachst. 

xF(x) ==2^ -'-^''-^^ ^enti^t beim Greiizubemang x zz: oo offenbar dem Criterion 
K. Somit konnen wir die Summe durch das Integral ersetzen 



/.oo 



xcho 



•^ c 



It log %i log log u . . , log log (^m mal) n . x 4- c^ {u) 



wo c eine geeignet gewiihlte Constante und (jy (u) ^^ (log log . , . (m + 1 nial) tiY 
(log log . . . (m + 2 mal) uY , . . ist. Nun ist dii L;;^ ,;. ^ ('u) offenbar das 
Differential von log log . . (m + 1 mal) (v). Das letztere ersetzen wir durch v ; 
alsdann wird das Integral 



( 



00 



Xi 



■dv 



} QfX + '?;'* , (log vy . (log log v)y . , ,' 

wo cJ wiederum eine geeignet gewahlte Constante. 

Den Ausdruck v"^ (log vy (log log v)^' . . . setzen wir ^^ w^ also dw ^=^ w (a 



+ /3 



dv 



V . log V 



+ y • 



dv 



V . log V log log V 



—p 8 s 



). Das Integral 



f 



00 



xvcho 



«co 



w (x -i- w) 



ist = a 



fZi; 



^ 4- -i^ 



+ 



1 00 



dv 



log'y(a? + k; 






^t; 



V 



Mithin ist nach Theorem T 



X . V . dw 



X 

iim ^<^^ + ^) 

. J a; 



+ t^ 



Es bleibt uns noch das Integral 



(OOO 



^^; . 'z; . dw 
tv (x 4- '^) 



\M*a 
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zu betrachten. Nach Theorem T konnen wir fur v hier seinen asymptotischen 
Wert setzen. Da aber 

V" (log vY (log log Vy , . . =r: W, 

SO ist fiir i(; = CO asymptotisch 

V ==: ^ , W"-' (log %vY (log log WY . . . , WO 

aoi = 1, a^' + ^ .= 0, ay +7=0,. . . aS' + S :=:= 



und ^" . a'^ =1, d. h. l'' 



a^ 



Somit kommen wir auf das Studium eines Integrals 



.00 



y . 'x . wa . (log ^uy . (log log; i(;)v' ^ 

C • I • • • Cv 6i/ . 

J X + 10 

In demselben ersetzen wir w durch x . t"-. 
Es ist dann das Integral 

X y ~ r(i0g^ • i'^y . (log log 03 . ^My' . . . dt 

I = a . 4 . 03 «^ . — \^ — -^ . 

J 1 -t- ^* 

Dieses behandeln wir genau so wie das entsprechende Integral im Satz IV. Man 
findet somit als ersten Term seiner asymptotischen Entwickelung 

2 , , > C dt 
1 = oL , i . x^ . (loga^)^' . (log log ;r)^' , , . a^' , \ ^ . 

^ war = a« rz: tx ^'. Somit kommt 



a . cc* . (log xY . (log log xY . . . 



dt ^ 
1 + «^" ' 



I 
Es war aber lim - — ——. == a . Also ist schliesslich 

X ~ 'x> '^ ' r {X) 



1-2 tL .y^ c 

lim X « . (log x) « . (log log ir) « . . . F{x) = 



+ t" 



Um das Verfahren zu beschreiben, welches im Falle a r= 1 zum Ziele fiihrt, 
geniigt es, ein concretes Beispiel zu betrachten. Es sei angesetzt 

J. 



F (x) = t 



'JO 

o 



(log ny . {.V 4- n) 

und yS > 1 . Dies fuhrt uns zur Untersuchung des Integrals 

du 
(log'?^)'^ . (x + u)' 
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Dasselbe ist identisch 



1 r to, d (log uf-fi 



/3 



X -^ u 



Es ist nun nacli der Formel der partiellen Integration 



«» 



lb 



J c 



1)3 -j~ 



- . d{logiiy~^ + {log uf'^^' , d- 

lb it' 



lb 



G 



10 



iC •+ c 



{log cY 



§ 



Diese Formel mlt ftir alle Werte von x, Gehen wir ietzt zur Grenze lim x =: co 



llber^ so kann man^ da 



lim X . F {x) = 00 



^ " 00 



die reelite Seite der obigen Identitat ausser Spiel lassen. Der asymptotische 
Ausdruck von F(:r) Vvdrd somit 

^^3Yj^x(iogu) ^ ■^--'■:^^^ 

Ersetzen wir hier u durch x . v nndgelien wir dann zur Grenze x ^= c^ iiber, so wird 
nach dem frliheren Verfahren gezeigt^ dass der Ausdruck asymptotiscli 



j^^{iogxy-^\ 



CO 



eh 



1 



lomit ist 



(1 + vy 



lim F {x) . (log xY 



p "~" 1 



. (loga?)^ ^. 



1 






(3 



1 1 

Tii + 1 mal 



ll und a,,ein 



Danach lautet der Satz V wie folgt : 

Es sei L,.,^.] {n) irgend ein Bonnetscher Typus [ — 1 , ^ 

Bonnetscher Typus [0, 0, . . . 0, a, /3, y , . . S], derart dass %t -'""^ ^ absolut 

m ^- 1 mal ~ ^w 

vergiert. Es sei angesetzt 



con- 



^{x) — t 



1 .^' + a 



n 



1st dann a > L so findet sich 



3 - ^ ? I 

lim a? « . (log.r)'^ (^^E^^E^)""' ' ' ^ F(a?) 



;c = CO 



i H™ f 



a 



1st jedocli ex = 1, /3 :^ 1 , / . und e die erste dieser Grossen, die von 1 verschieden 
ist, so findet sich 

lim (log log . . . x)''~^- . (log log . . , xY • (log log , , . xf , , . (log log , , . xY . F{x) 



Sf = CO 



1 



1 
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wo nun 77, ^ . . . S die auf e folgenden Werte der obigen Zahlenreihe bedeuten. 
Dabei ist der Logaritme so oft iteriert als der Platz des dazugehorigen Buchstaben 
(e, 7^5 ^ . , . S) in der Zahlenreihe a, ^, y , , . 8 anzeigt, wobei von a mit zn 
zahlen anp:efan2:en wird. 

12. Aus dem Satze V kann man leicht Folgerungen ziehen, welche ftir die Theorie 
der ganzen (transcendenten) Functionen nicht ohne Interesse sind. Einzelne, doch 
nicht alle, der folgenden Resultate sind anticipiert von verschiedenen Antoren, 
ha„pt.tchlich L«.™. P„,.c.v„i, Ha,«m..„. Bok... ™» So,..p,a Man fi^det 
eine sehr eingehende Besprechung der Literatur des Gegenstandes in Bor.el's ^ Legons 
sur la Theorie des Fonctions entieres/ 1900. 

Es sei r^, ^'3 • • • '^';/ • • • ^i^^ Folge immerfort wachsender positiver Grossen, 
derart dass lim n =r 00 . Hat die Reihe 



n 



einen inneren Convergenzbereich, so werden wir sagen, dass die Folge 9^ zur Bonnet- 
schen Classe 1 gehort. Hat diese Reihe keinen Convergenzbereich, jedoch die andere 

so fifehort die Folsre zur Bonnetschen Classe 2. Hat auch diese Reihe keinen Con- 

vergenzbereich, jedoch 

t^7h'~'^- . (log n)""i?v% 

so gehort die Folge zur Bonnetschen Classe 3, u. s, f. 

Die Reihen convergieren nur flir complexe Werte von x^ deren reeller Teil negativ 
ist. Die reelle Convergenzgrenze der Reihe r^-^' + r/ + . . . hat voN Schaper 
Oonvergenzexponent, Boeel Ordnung, genannt. Wir woUen beide Namen benutzen. 

Es sei a^, %, (Xg . . . cin . . . eine Folge complexer Zahlen, deren Moduln |a^^| =: ?•« 
immerfort wachsen, so dass lim r,, =: co . Alsdann kann man beliebig viele ganze 

n — 00 

Functionen bilden, die nur in den a,-, und zwar dort einfach, verschwinden. 
Dazu kann man die Metode von Weierstrass benutzen, oder auch wie folgt 
verfahren. Man bestimmt irgend eine Folge ganzer Functionen von x 

9\ (^) ? 9 1 l'^) 5 5^3 \^^) • • • 9n \x) . . . 

derart, dass ^1 — j~t — 

flir jeden Wert von x absolut und gleichmassig convergiert, und setzt dann 

— • ^1 



Diese Differentialgleichung definiert ofFenbar eine ganze Function G {x), welche die 
2"estellte Forderun^ erf li lit. Das IntoOTal der Gleichung erhait man in der Form 

G(*') == G(o) . lir 1 - ^ eJo - -- "' , 



Clji 
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denii dieses Product ist absoliit und gleichmassig convergent. Das letztere zeigt sich 

absolut iind gleichmassig filr jeden endlichen 



(.In (^0 



sehr leicht wie fol2:t. Da %X / s 
Wert von x converffiert, so aiicli 






Cjn (p^ 



mit Ausnahme der Pole. Ist Xq ein gegebener Wert iind B irgend ein endlicher 
gegebeiier Bereicb, der und x^ einschliesst, ist ferner eiiie i^leine Zahl S vorgegeben, 
so konnen wir einen Index ni^ bestimmen, so dass 



S. 



m + p 



<m 



gn (j^O 

gn («..) (^ - (h^ 



< 



wie gross auch p sei^ wenn nur x in ,B gelegen ist und, m > qii ist. 

Soil) it ist 

"^'^ gn (^ 






J gn Kf^n) ' \p ~™ (-^'11 ) 



dx 



< 



X 







Diese Ungleichung schliesst aber die absolute und gleichniassige Convergenz des 
obigen Productes in sicli ein. 

Wenn nun die g^ (a;) . . . (/,, (^) . . . in zwecknuissiger Weise gewahlt sind, so 
erhalten wir ganze Functionen G {x), welche mannigfache interessante und wichtige 
Eigenschaften besitzen. 

13. Ein Satz von Schoij {' Comptes Rendus/ t. CXXV, p. 763) besagt folgendes : Ist 
der Modul einer ganzen Function G (x)^ wenn | .t j == ?' ist^ kleiner als e/'^''^\ so ist die 



nzahl N der Wurzeln von G {x) ^^ 0, deren Modul kleiner ist als r 

V {s . t) 



N < 



log (5 



) 



wo s irgend eine Zahl grosser als 2 bedeutet/^ 



Ist V (f) = r flir irgend einen endlichen Wert von a^ so heisst G {x) nach Laguerre 
eine ganze Function eines endlichen genre und nach v. Sghaper eine Hadamardsche 

unction. Ist V (r) -^ €^ ^ so woUen wir G (a^) eine Borelsche Function 2*®'' Classe 



,a 



nennen. Ist V (r) ™ e' , so heisse G {x) eine Borelsche Function, dritter Classe, u. s. £ 
Die Moduln der Wurzeln einer Borelschen Function, /i^'^'' Classe bilclen eine Folge, die 
zur h^^'' Bonnetschen Classe gehort, wie sich aus der [Jngleichung von Schoij ergiebt. 
Man braucht nur | cij^ \ < r mit der obigen Ungleichung zu verbinden, urn dies sofort 
einzusehen. 



^' Man kormte unschwer den Schouschen Satz wie folgt pracisieren : Es sei ^3 i^ ^ine Potenzreihe, 
deren Convergenzradius = p, r irgend eine positive Zahl < p, N die AnzaU der Wurzeln von -$ (x) = 0, 

deren Modul = r, M ^r der Maximalwert von^ (x) fiir |«| ^ r, s eine Zahl grosser als 1 und kleiner als ^ j 

alsdann gilt N. log s < log M ^s - r? wahrend der Schousche Satz nur besagt N. log (s) < log M^ (§ + ], r^ 
also r nicht gestattet^ liber die Halfte von p hinauszngehen. 
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Jetzt nehmen wir insbesonclere an, class die Folge cler Wiirzelii von G (;x) einen 
Bonnetschen Typus bildet, nnd bringen dadurch nnsere Untersuchung in Beriihrung 
mit der Aussage des Satzes V. 

14. Geliort a.^^ zur ersten Bonnetschen Glasse. nnd ist h die kieinste ganze Zalil, 
fur welche S ! a, 



'^' noch convergiert, so definiert 



G(,«) 






CCfi^" yX -— CC.jij 



erne Function G (x)^ deren '^ genre " nach Laguerre =:=: ^ — 1 ist. 1st z. B. a,., = n"". 



a keine ganze Zahl und 



so definiert die Gleichnng 



(k — 1) oc <1< ka 



rpJc — 1 



i^a ('^) _ „ 

eine ganze Function \\j^ voni genre k — 1. Von dieser Function wissen wir, nach 



Satz V, dass fur negative Werte von .x, wenn 



X 



lim 

X =: — 00 



X^~^ . '\|r^ (X) 



.00 



X 



k ~ 



liber jede Grenze wachst. 

cki 



a 



QtCa{Jc~l) (]_ _|_ ^^a^ 



ist. 



Das letztere Integral wollen wir C^ nennen. Dieselbe Grenzbeziehung gilt, wenn 
i/'i„ dnrch eiue Function /* ersetzt wird, deren Wurzeln c/;^, eine Folge bilden, die zum 
Typus n"- gehort. Dies Besultat ergiebt sich aus der nun folgenden Uberlegung, 
welche den Beweis des Satzes V nachtraglich ergiinzt. 



Es sei 



p = 2 



M 00 ^n 



-\ 00 ^n 



JL' ~\~ t/t-;} 






Die Cj^y C;/, a;^, a./ seien positive Grossen, derart dass %t "':'' "L^nd % -7 convergieren, 



■ una 2, 

a,, a 

aber Sr <^«? ^i ^n divergieren. Feriier sei lim a« := co lim al ^=. co nnd 



u 



')l 



n =■ GO 



n — CO 



lim 



a. 



n 



1 



lim 



1 . 



;% = 00 ^^n 



n = 00 '-M 



Alsdann ist, wenn x durch positive Werte liber jede Grenze wiiclist, 



lim - 

X = 00 ^ 



1. 



Es divergieren namlich die lieiheu 



,rJk«) ^n " X/ 

X -j- (X;i 



X t Q -— — ^2 



A 00 ^H X 



X 4- a J 



in a^ nr GO und genligen unter den gemachten Voraussetznngen dem Criterion K. 
Bilden wir nun 



X 



. (p — q) -^ t^ X 



{^x +■ an) {x + <x,/) 



3 M 2 
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und vergleichen wir den /i^"^^ Term dieser Reihe iiiit deiii n^'''' Term der Reihe 

/y» />' — ™ > 

SO erhalten wir als Quotient den Ansdriick 

X (Cji — - C^i ) + C^n ^n """ ^^-ifin 



Cn (^ + Ctn) 



"> 



welcher unter den zugestandenen Voraussetznngen olfenbar, fur lim 2? :=:= oo und lim 
n = 00 , gieiclimiissig gegen convergiert. Somit haben wir nacli Tiieorem. T 

lim "~-~- — "- ~= ^ 

d.h. lim - =: 1 « Q. e. d. 

15. Nun ist es fur uns von Wert, flir die Function i/;^ vie! genauere asymptotische 
Entwickelunp^en als die obig-e zu s^ewinnen. Zu diesem Zwecke maclien wir von 
einem Calclll Gebrauch, den wir in folgendem den Oalcitl C nennen w^erden, und den 
wir zunachst ganz im allgemeinen cliaracterisieren werden. 

Es sei ^ (0) + ^ (1) + <^ (2) + <^ (3) + . . . 4- <^ (n) + • - • ^^ne Summe derart, 
wie wir sie im Anfang betrachtet haben. Wir zerspalten jedes Glied der Summe in 
seinen reellen und imaginiiren Bestandteil und betrachten die Summe der reellen und 
imaginaren Bestandteile gesondert. Wir konnen somit die ^ (?i) aLs reelle Grossen 
ansetzen. Im inneren Convergenzbereiche der Summe ziehen wir eine stetige 
Curve (S, welche in einem Grenzpunkt L der Convergenz mundet, oder betrachten 
eine Folge discontinuierlicher Lagen des Punktes P, welche einen Grenzpunkt L der 
Convergenz zum Grenzpunkt hat. Wir nehmen an, dass wir eine reelle Function 
</)(?^) der reellen positiven Variabelen ii und des Punktes P kennen, deren Wert flir 
u =: n mit (^ (^^) identisch ist. 

Flir irgencl eine gegebene Lage P^ des Punktes P auf S oder der Folge P^ sei imn 
(/> (?f.) monoton abnehmend oder zunehmend in den Intervallen 

{{/ — O . . . Cti , U., — — - OC I , , , cX.~) . tv ~-— Ot.i . , . (X.) . , . . tt* — — lX^ , , , 'X^ I -] J » « , t 

Dei' Sinn des Wachsens von <^ (r^) andere sich daher in der Folge wachsender positiver 
Zahlen a^^ a^, ^3 , . . a/, , . . und sonst nirgends, lilickt Py beim Grenziibergang 
nacli L, so mcigen die a sammtlich ins 00 fallen, oder auch nicht, Es ist dies fur das 
folgende irrelevant. 

Es seien m^^ m.2 . . . ni/^ , . , ganze positive Zahlen, derart dass irii <^a ^ < nii + 1, 
^":3 ^ ^-2 < ^^^3 + I, u, s. f. Um den Ideen eine feste Richtung zu geben 

wachse <jy (n) zwischen u = und u ^ nii , 
nehme ab zwischen ii = m^ + 1 und ti = m^ , 
wachse wiederum zwischen u ■=- m^ + 1 und u =- m^ ^ 
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ri 

Alsdann ist c/) (0) > j <^ {u) du > ^ (1) , 

Jo 



(ly{l)> (t>{u)du > c^(2), 



• • • $1 • » 



lil] 



^(m^ •— 1) > j (j){u)d.'U > (f){m^) , 

'' liii—i 

mithin 

(f){u)du + ^(m,) > c/){0) 4- ^(1) + . . . + <^(wi) > (f>{ti)du + (^(0) 
Geiiau so ist 



Wlo 



'?n, 



•^ 7/1] + 1 ^ i».j + 1 

dann wieder 

(j& (t^) du + ^ (% -f 1) > <^ (^^^2 + 1) + • . . + ^ (^%) > I ^ (^^) ^^^^ + ^ (^^-s) J 

u. s. f. 
Mithin 

(j) (u)du — X^M '^ </> ('^0 ^^^^ + ^ ('^^^^l) ■^" ^ (^'^%) + *^'^ (^^^3 4- 1) + ^(^.t7^j^^™|« ^ (^92,^^ + 1) 



"4~ <p (^^^67 "i"" 



ft • » « 



> ^(0) + ^(1) + <^(2) + . . . + <^{n) -^ . . , 



.00 



> 



(f>(u)du — ^ ' (^(?i) c^?^ + ^6(0) + (^(mj + 1) 4" fi'^h) + ^(^^3 + 1)+ • • • 



Wir gelien imn zur Grenze lim P = L liber. Beim Grenziibergang G verschieben 
sich (allgemein gesprochen) die Lageii der a, und wir woUen annehmen, dass eine 
endliche bestimmte Anzahl derselben uiiter eiiier bestimmbaren endlicheii Grenze a 
bleibt, wahrend die iibrigen a sammtlich ins oc rilcken. Dann betrachten wir nicht 
die Summe <^ (0) + ^ (1) + « • •? sondern nur den Teil ^ (a) + <^ (^^ + 1) + <^ (^ + 2) 
+ . . . derselben. Die obeii entwickelte Ungleichung giebt uns dann asymptotisch 
diese Summe in der Gestalt eines Integrals mit Zusatzgliedern der Form 



'm 



Ti+l 



h 



(]){t()du nnd (^(m^), <i&0%^4.i) 



welche das eigenartige haben^ dass alle ni/^, ins Unendliche rticken, 
Ohne Zweifel kann man fltr den Ausdruck 

<l)(^ti)dii — ^^(0) — (/)(1) — . , . — (\}((i%) - 



« » A 
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nocb viele andere asymptotisclie Entwickeliiiigen findeii, z, B. dadurcli, dass man den 
Ausdnick in Form eines Integrals sclireibtj imd flir dies Integral den Mittelwertsatz 
oder andere Satze ahnlicher Art anwendet„ Fiir die Zwecke, welch e wir hier im An^e 
haben, ist der Calclil C ausreichend und vielleicht sogar unersetzlicli. Dennocli ist es 
ausserordentlich fraglich, ob dem Calclil C eine allgemeinere Bedeutung zukommt. 
16. Es sei a > 1, also ^ = 1^ nnd 

Wir betrachten zunachst negative Werte von x. Der Calcul C giebt dann sogleich, 

1 
wenn i>(ih) ^ ~»^=— ^~ '^o ti = -— x, 

1 <rj{-- y) r 

(f) (a) du -f- - > — -^"^ — ^ > <l}{u) du . 
y Ta("™ y Jo 

fi')t . 1 

Nun ist identisch i — - :rr '^/« 



somit durch Integration zwischen 2 positiven Grenzen y,^, y^ 

iiJf - 2/f )^ • ^'a + log I > %|^(I|') > (y9} - ?/r)^^ Ca 
wo 2/2 > X/n 



oder 



e{yoy-yf) ^ • C, . I > ^jz^ >e{y,~^—y{^) <^ ^ a» 



Setzen wir insbesondere y^ = 1 

flir jeden Wert von ^/s > 1* 

Flir einen complexen Wert von x sei 

1 V — n"*- » w 

Wir setzen P := Sf ; """.^"""r::9 ? i^ =:^ 2i 



(^ _ rif-y 4- i/j'^ * ^ {v — W'Y + ^^z- 






Es sei ni eine positive ganze Zahl, derart dass 



a 
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also n^ = 0, wenn v negativ, oder positiv aber klelner als 1. Filr Q haben wir dann 
oiFenbar 2 Intervalleanzusetzen, namlich 

t^ = 1 . . . n^ und u = n^ -\- 1 . , . , , oo . 

Im ersten Intervall nimmt 4^{u) zu, im zweiteii ab. Wir haben daher durch 
Calclil 



■ GO 



to , du 



V — 'u"-)''^ H~ 'iv'-^ 



')1.L+1 



Ih 



•to chi 



(.00 7 
to (Ml 

/('-J / -r i'-^ .0 {v — tt^f + ii'^ 



Es ist aber identisch 






V — %"*- ■— % , to 



i-i 



. du =: (t; + ^ . tt^)'^' . C^ ; 



somit 



und 



CO 



V 



11"*-) du 



. {v — u^^f ~\- to 



i. — . 1 



aCO 



to dib 



L-i 



wo, wie gewohnlich, %l (|) den reellen Teil von f bedeutet. 



Setzen wir 



V -\- i , IV = r . e'^'\ so kommt 



• so 



i(; du 



Andererseits 



Q (v — tf^ 4- to'' 



i - 1 . / 1 "^ 

•r« . sini 1 )<^ • t^a ' 






a 



('I' — tif'-y' + 1/j' 



nimmt zu zwischen ii := , , , v -— rv {id positiv gedacht), 

nimmt ab zwischen v — lo , , . v -{- id ^ 
und wieder zu zwischen v --{^ iv . . . qo . 



Ist V < 'W, so fallt das erste Intervall aus der Betrachtung. 

1 



1st IV = 0, so fallt das 2^® Intervall fort. 

Intervall zu. 

Es sei tv = und v positiv, ferner 



V ■— u"" 



nimmt sowohl im ersten als 2^"'" 



Uy^ < V < {n^ + If. 



Durch Calclil C wird 






^1+1 dto 



n, 



V — ■ tO"^ 






1 



V — ?^j" 



.00 



> p > 



dti 



0^' 



ti"- 



r^H+i du , 1 , 1 



1 



Da die Bahn durch einen Pol von 2^eht, so schreiben wir statt 



.00 



dtt 



->H + 1 d 



tb 



Jo 'y 



w 



a 



% 



V — u> 



a 



besser 



^^1 du 



qV — tc"- 



,00 



dto 



n + lU"" — V 



456 



DR E. LASKER UBER REIHEN AUF DER CONYERGENZGRENZE. 



Substltuieren wir s"" =:= v 



U r^: S , IL SO wir 



Wl 



"Ml 



cki 



qV — to"- 



s 



,1 — a 



du 



1 



1 00 



chi 



,co 



??1 + 1 



'?/. 



a 



s 



A ^ a 



W^ 



dti 



un 



, , o/a ™. 1 



I)i(3 Inte2:rale , 

'■^ Jo 1 ~- '?/^^ 



!ii du ^ 



'00 



du 



. 71, + 1 "^'^"^ 



1 



- hiiben offenbar einen bestimmten Wert ill 



ir 



jedeii positiveii Wert von '^ > 1, der keiiie ganze Zahl ist, Bezeichnen wir die 
Integrale kurz mit 6^ xiiid c^^ so ist 



ov — u 



/>'3Q 



cki 



1 



1 



1)0. Q)^^ ^ ^^y 



l — yj 



f (ti) du, 



wo 



Wir wolleii einen Moment abschweifen. Ilaben wir ein Integral 

/(^^) im Interval! . . . l^endlich und stetig und bei ii ^^ 1 in eine convergente 
Potenzreihe entwickelba.r ist^ so ist offenbar 



Q 1 2b 1] J Q 



1 



to 



imd 



^ ^ ^ ^^ ' Jo 1 - u 



7) , in 



f'^-^'-du >/(l) , log^ 



Jo 1 — '^^ 



7] 



M. 



wo w den Minimalwert^ M den Maximalwert der Fnnction 

1 —• '?6 



im Intervall 1 — ?j , , . 1 bezeichnet. 



Es sei nun ,? = tii + € 



'11^ --f- 6' 



^1 



^ ''/^j 4" 1 



n^ 



h,: 







X ™~~ to 



1" ■"" 



'?i.^ 



1 

a 



1 
^1 



g ' "J- ix -^ 



"^i '/I ' -^ — *-' 



Avo K eine Constante ist, und ixiT jeden Wert von e endlich nnd stetig ist, und wo 
lim H = einer bestimmten Constanten ist. 



n,-=co 



Ahnlich ist c,, = 



f 00 



% + 



wenn it durch - ersetzt wird, 

1 16^ -- 1' U 









WO K^ und H^ eine ahnliche Bedeutun^ wie K und H oben haben. 
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Schliesslich wird Z>„ — c^ = ~ . log - + K'' + '>?i • H — ly^ . H' 



J. 1 C -y- I XVJ. 



a 



WO L eine Constante tind M eine flir alle In Betracht kommenden Werte von € 
endliche und stetige Function ist, die flir 7i = co einen endlichen Grenzwert hat, 
Somit erhalten wir 



^a 



ui/1 6 . J . M\ 1 . f /w ^ i-i/1. € ^ m 



a 



lop^ ;^ — + L + — + — -- — : > "7^T"7 > t;* " log -^ + L + — 



1 



wenn '2^ = (n^ + €)% < e < 1. 

Wenn Avir e constant halten, 'i; dagegen unendlich gross wird, so glebt uns diese 
Ungleichnng eine selir genaue asymptotische Beziehung flir y"" y - • v «, derzufolge 



:,.. ta'(^) J-l ^ 1 



e 



lim 7-Vn • '?' ~^ "= ~ log :, + L. 

1 € 

Die Wnrzehij flir grosse Werte von t\ von if/J- = erhiilt man also durcli ~~. log . — 

-}- L = 0, natlirlich asymptotisch. 1st z. B. a rr 2, so ist t/;^ (a;) == -7--^ und L = 0, 

worans e = |-. 

Ist IV von Null verschieden, so sind v — tv u.nd 1; + '^^ die Werte, in denen der Sinn 
des Wacnsens von 

sich andert. Ist sowohl v •— t.(; wie v + iP negativ, so folgt daher - 



.CO 



V — %l'^ 



(1; "— 1^*)^ + to 



•mm *T |" -'Sfc 



CO 



V — ib^ , 'y 






Ist V — tv negativ, dagegen v + tt; positiv und n,^ die ganze Zahl, flir welche 
fii"- < V + it; < (tij + 1)% so ist 

, f/''U I . = ■ —I— — — ■ i- ___ 



'H 



Sind schliesslich v — iv wie v -{' iv positiv, und 

ni"" < V — IV < (7?! + 1)^ n^" < V + tv < (% + 1)"^ 
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so wird 



^oo 



V 



tlf- 







(v — tif-y' + iD^ 



clii 



•Wl + 1 



V 



%V 



a. 



«i 



(V — 11"")^ + 10^ 



chi 



en.j + 1 



V — If 



a 



ihj 



(V ~ ti'^Y' + ID 



- C^ii + 



1) 



%' 



('P ■— ^l^*)^ + lif' 



+ 



'?; 



(% 4- 1)* 



\V — ('H-,^ + 1)**]^ + tv 



- > p > 



oo 



"d 



%v 



a 







{v — U"^)^ + td?^ 



clfj 



fni + 1 



-y 



^6* 



•' ?E, 



('y — w"")^ -f- '?^^ 



(iw 



riii, 4- I 



'?; 



ie 



a 



">/ nq 



(v 



u"*-)^ + 'If^'' 



- citt 4" 



i; 



^^'' + w'' 



. (^ - %") , 



V -« (% + l)** 



In jedem Falle ist P + i.Q darstellbar darch 

Zusatzglieder. Ist tv t:^^ 0,80 ist das Integral identiscli 
schliesslich eine Beziehung der Form erhalten 



•00 



dt(. 



tf 



V -{- %Vj - 

L 
{v 4" i'WY 



a 



und eine Anzahl 



, Cla Somit wird 



a 



i-i 



{d) {v + i. wf^ - \ C. + A > ^p^^±i^ > h + I . loV - \ C„ + B, 

wo A nnd B gewisse Znsatzglieder darstellen, %v z^ 0, ruid die Zeichen > sich sowohl 
auf reellen wie imaginiiren Bestandteil der betreffenden Grossen beziehen. 

Sind % nnd x^ die Endpunkte einer Geraden @, innerhalb deren, wenn man sich 
von x^ nach % bewegt, in clx = dv + i . div, dv wie dw positiv sind^ so kann man 
obige Ungleicbnng mit dv -\- i , div mnltiplicieren iind zwischen x^ nnd x^ integfieren. 

Dadurch wird 



a 



. {x^'^' — aJi'') C« + A {dv + a^dic;) > log -|^^ > a . (ajg"*^^ — x^^) C« 



+ B (<it; + idiv). 

Ist dagegen auf der Geraden dv positiv, aber dtv negativ, so mnss man in der 
Ungleichung {&) i dnrcli — % ersetzen und erhalt dann eine Ungleichnng derselben Art 
wie im ersten Fall. 



Die Grossen I A (dm + i div) nnd 



m 



B {dv + idio) sind nnn sammtlich der Art, 



dass, wenn x^ beliebig wachst, die Integrale kleiner bleiben als angebbare Mnltipla des 
Logaritmen von iv'^ + 'y^- Denn da wir nns anf einer Geraden ins oo bewegen soUen, 
so ist 'w asymptotisch ein Multiplum von t;, nnd alle Grossen, die A imd B ansmachen, 
sind Mnltipla von l/v, Wir kommen daher leicht zu dem Resnltat : Bewegt sich x 
auf einer Geraden nach co , so ist der asymptotische Ausdruck fur ^^ {x) 

1 
wo X eine Function von x ist^ die immerfort zwischen angebbaren endlichen Grenzen 
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bleibt. Voraussetzung ist nur, dass die Gerade nicht mit der positiven Axe coincidiert 
(oder ihr parallel laufend in demselben Sinne ins (X) geht). 

Auch Grenztibergange anderer Art lassen sich durch obige Ungieichnngen durch- 
fiihren. Flir die Zwecke dieser Arbeit ist die genaue Ausftihrung der angeregten 
Untersucliungen irrelevant, und wir woUen daher nur noch einige Worte liber die 
Borelschen Functionen, deren Wurzeln einen Bonnetschen Typns bilden, zufugen. 

Die Function f{x) habe die Wurzeln a,, = (log ny, 

Ist [x eine rationale Zahl, =--, so setzen wir, wenn p die kleinste ganze in fi 
enthaltene Zahl und p die a^"^ Einheitswurzel bezeichnet, 

die eventuell auffcretenden negativen Potenzen von x vernachlassigend. Die ganze 

1 . 1 

Function H{x) ist dann offenbar der Art, dass %:^y'~- divergiert, aber iS- 



B.(€t,,) ^ ' H(a,).a,, 



convergiert. 



2^1 



definiert eine Borelsche Function f{x), denn es lasst sich leicht zeigen (in der Art 
wie es am Ende des 2*^" Capitels ausgeflihrt wird), dass der Maximalwert von f{x), 



i- . .. ^. f{x) 



wenn I ^ = r, < e''' ' ^' wo c eine angebbare Constante. ^-r-r — ttt ist eine der Reihen, 

' ' ' ^ B.{x) . /(stj) 

wie sie im Satze V untersucht worden sind, wenn man x negativ wiihlt. Fiir 
diesen Fall kann man auch ganz leicht den Calclil C anwenden. 
Ist IX keine rationale Zahl, aber > 1, so setzen wir 

H (x) = tpfj, (— x), 

Nach den asymptotischen Beziehungen, welche fur xfj^ (—x) entwickelt waren, 

diverffiert XT ; r, aber Sf . / x convermert. Im ubriffen behalten die 

obigen Bemerkungen ihre Gultigkeit. 

Auch wenn /x < 1, kann man ahnlich verfahren, indem man JI(x) = \jj^{p.x) 
setzt, wo I p I == 1 , im iibrigen eine passend gewahlte Grosse, und t//^ (x) die ti^ zu 



^frf/ X 



/c-l 



NuUpunkten hat, so dass ~~ ■=■ '-;^j^:^y-ri ^, (^fc — 1) ft < 1 < /i: . ft. 

Man kann ganz genau so zu Borelschen Functionen hoherer Classe aufsteigen. 
Die so gebildeten ganzen Functionen sind interessant, weil sie mancherlei Beziehungen 
zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 
haben, wie auch zu ganzen Functionen, die durch bestimmte Integrale entstehen 
(nach Art der Inversen der T-Function oder der Riemannschen Primzahl-Function). Sie 

3 N 2 
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sind ausserdem fiir die allgemeine Theorie der ganzen Functionen sehr dienlich als 
Yergleiclisfiinctionen. Sehr haufig kami man iiamlich mit Hlilfe einer Ungieichmig, 
welche wir jetzt noch entwickeln werden, Theoreme allgemeiner Art zuriickfiiliren 
auf den besonderen Fall der Functionen, die oben betrachtet wurden. 

17. 1st ttj, ttg . . . «;,... eine Folge positiver Grossen, deren Smnme con- 
vergiert, nnd a^, c% . . . a,,, . . . eine Folge positiver Grossen, die monoton wachsend 
oo zur Grenze liaben, so ist immer 

lim ^^-^--^^--^i--:.--!--^^"^^ = 
Dies folgt sogleicb aus der Ungleichung 

Ct-n CCji^ CCji 

<> ~" ^"'- -r \^m^\ + . . . + GLn) 



cc. 



'n 



wenn m <, n^ 

in Verbindung mit lim a^^ = oo und der Convergenz der Reilie. 

n ~ 00 

Divergente Reihen besitzen diese Eigentiimliclikeit nicht. Ist ^1 + ^82+ . . » 
+ A^ + • • ' divergent, so kann man bei vorgegebener Zahl n eine Zahl p finden, 
so dass 

Wiililen Avir daher, fiir irgend eine Folge n^, n^, n^ . . . immerfort nnd iiber alle 
Grenzen wachsender Indices die a.^ so, dass 



C(^n, - 


^^11^ ■{■! '— ^ 


' ' ^^^i+Pi^ 


€tn, - 


etc., 


" ^^%+i^a 



so ist fiir diese Folge a,, (welche fiir wachsende n immerfort und tiber jede Grenze 

1 n \ 1 • Pi 1 "• * • • ~r Pn t'j? /¥» 1 " 1 I r\ 

waclisen soil) lim ■—— otienbar niclit ^= 0. 



n — CO (-hi 



1 

18. Sind die a.^^ ihrer Grosse nach geordnet, so kann man a^^ = — wiililen, und 



erhiilt dann 



d; 



it 



lim n . a;^ =:= 0, 



n = CO 



den Pringsheimschen Satz. Ist audi a,, . n eine geordnete Folge, so kaini man 

1 

a^e = " wiililen, und es kommt lim n. log n. oe,^ == 0. Ist auch n log n. a,^ 

^u • "^^ n = CO - '^ 
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1 
eiiie geordnete Folge, so kann man ci;, = ,—; — setzeii, was lim n . log 7i . log 



. n . log n 



n = <x> 



log n . a,, = ergiebt, u. s. f. 

Es sei nun r^ Tc^ . . , r,, . . . eine Folge immerfort wachsender positiver Grossen, 
deren Grenzwert = oo . Die Folge gehore znr /i.^''" Bonnetschen Classe, es sei also 
[6) S^ n~^ . (log^^)■"^. (log log n)"^ . . . (log log . . . /i— 1 mal {n))~^ . r,,""^ fur endliche 
positive Werte von X convergent. 1st dann a der Grenzpunkt der Convergenz 
(der Convergenzexponent h^^'' Classe, oder die Ordnung A^^'' Classe) und die Reihe in 
X = cr noch convergent, so haben wir, wenn wir a,^ == n"^ . (log nY^ . . . r,,"**^ setzen, 
da die Folge der a,„ v^de der n . a^„ wie audi der n , log n . a,, . . . und scliliesslich 
der n . log n . , . log log (A — 1) mal n . a,^ eine monoton abnehmende ist, 

lim log log . . , /i mal (n) . r'"" = 0. 

11 = CO 

Dies lasst sich auch schreiben 

■7\ > V . (log log . . . h mal (ti) y, 

wo n einen nur von t; abhangigen Index iibersteigt. Divergiert die Reihe (0) in X=:cr, 
so ersetzen wir cr durch cr + e, wo e beliebig klein ; die Schlussfolgerung bleibt dann 
erhalten. 

Offenbar ist a der kleinste Wert, fur welchen eine solche Ungleichung bestehen 

jKann, 

19. Die Betrachtungen dieses ersten Capitels waren in ihrer Mehrheit derart, 
dass sie mehr oder weniger interessante Ergebnisse liefern, ohne aber zu einer 
allgemeinen Theorie zu fuhren. Wie man leicht die hier angeftihrten Beispiele, in 
denen die discutierten Metoden fruchtbar sind, noch bedeutend erweitern kann, so 
ist es auf der anderen Seite leicht, Beispiele von Functionen zu bilden, zu welchen 
die hier angeftihrten Satze nur in einer sehr losen Beziehung stehen. Zu einer 
Vertiefung der Metoden gelangt man erst durch Einflthrung eines neuen BegrifFes. 
Dieser Begriff wird seine Definition und Erlauterung in den nachfolgenden Seiten 
finden. 



CAPITEL 2. 

1. Es sei III +%+...+ y^n + • • • Gine convergente Summe, welche eine 
Function einer complexen Variabelen x definiere. Innerhalb eines Bereiches B habe 
u,^ die singularen Punkte a^, m- Di^ (^m m mogen in ihrer Gesammtheit eine Folge 
bilden, welche den einen Grenzpunkt a zulasst. In a sei jede der %ii regular und 
habe dort den Wert 0. Verlangt ist, die Bedingungen aufzustellen, denen eine 
in B verlaufende und in a miindende Curve 6 gentigen muss, damit der Wert der 
Summe 57 ^i bei Annahenmg auf (S an x-=^a die zur Grenze habe. 
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Dies Pi^oblem fiihrt zur Betrachtung gewisser Berelche, welche wie folgt con- 
struiert sind. In einen einfach zusammenhangenden Bereich B werden unendlicli 
viele Locher L^, L2, L3 . . . L^^ . . . gebohrt. Jedes Loch L,- stelle einen einfach 
zusammenhangenden Bereich dar. Keines der Li schhesse den Punkt a ein, mit 
wachsendem n komme L,, aber dem Punkte a behebig nahe. Der so hergestellte 
Bereich L werde asymptotischer Bereich um. den Punkt a genannt. Die Gesammt- 
heit der Bereiche Li heisse der asymptotische Nichtbereich um a. 

Im folgenden werden wir das oben angegebene Problem nicht in seiner AUgemein- 
heit angreifen, wir werden jedoch besondere FiiUe von gentigender Wichtigkeit und 
Ausdehnung in Angriff nehmen. Es wird sich zeigen, dass die Curve 6 der 
Bedingung geniigen muss, innerhalb eines asymptotischen Bereiches zu verlaufen, 
dessen asymptotischer Nichtbereich die a,,, ^,, einschhesst. Die Ausdehnung der 
Locher L,- wird dabei nicht gleichgtiltig sein^ sondern wird erst durch bestimmte 
Verfahrungsarten festzustellen sein. 

Ohne von vornherein die Begriffezu sehr comphcieren zu woUen, werden wir doch 
noch zwei Bedingungen erwahnen, welchen die asymptotischen Bereiche genugen soUen. 
Schlagt man um a mit einem sehr kleinen Radius p einen Kreis, so muss die Summe 
des Flacheninhalts aller in diesem Kreise Hegenden Locher L^ im Verhaltnis zum 
Flacheninhalt des Kreises mit p behebig klein werden. Und ferner muss eine 
Contour C um a innerhalb des asymptotischen Bereiches moglich sein, deren 
Maximalabstand von a kleiner als lip, deren Minimalabstand von a grosser als Izp 
ist, wo li, k zwei beliebig vorgegebene Grossen kleiner als 1. 

Es geht hieraus hervor, dass eine endliche Anzahl asymptotischer Bereiche um a 
einen asymptotischen Bereich um a gemein haben. 

2. Im folgenden nehmen wir an, dass der Punkt a im Unendlichen liege, con- 
struieren fur eine besondere Gattung von Reihen %i it,, den oben erwahnten 
asymptotischen Bereich, und zeigen seine Bedeutung fur die Characterisierung der 
durch Sr %i definierten Function. 



CL 



CL 



Es sei it^i ===: . %'- — ~ sei convergent und --^^^ sei >. -^V ? wenn 7i> n^, Der 



X — CLn a« ^ n -— n 



asymptotische Bereich, in welchem %i -^ fiir lim x :=: 00 sich der nahert, wird 

dann wie folgt construiert. Wir schlagen um a,, als Centrum einen ^Kreis L,, mit 
dem Radius 7\. lim r,, sei = 00 , jedoch lim — '' - ^ 0« Die Gesammtheit der 

n = <x) 11= o) ^ht+i ^^'n 

Kreise L,^ bildet den asymptotischen Nichtbereich. 

Dies ergiebt sich leicht aus den Voraussetzungen. Es sei 

1 



f{x) = t 



CO 

1 



tv •"" CC^ji^ 



1 

alsdann ist | f{x) | S S" 



,00 



j ^ ^^n 
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Es sei \x\ irgend eine Zahl grosser als | a,^ | und kleiner als 



a 



m + l 



Dann ist 



tr 



Co — C(/f2, I 



t1 



m— 1 



X — a 



1M •■I* 



n 



I ^ "~" (^m 



+ 



1 



X — a 



+ s 



00 



w + 2 



w+l 



I ^t/ "~" Ct^i 



Ferner 1st 



v»i— 1 - 



t// — Ovy^ 



< S',' 



7U— 1 



fr 



ti'i) 



< tr' 



1 



a 



m 



— (fn 



Setzen wir a,i, = n . ?>;,, so ist 1 6.;, | nach Voraussetzung eine Folge niemals abneh- 
mender Grossen. Somit ist 



tr'- 



1 



a 



m 



a. 



< t\ 



m-~l 



n 



m. 



bJ —n. h 



'm 



<Jl_.:S»-'^ 



'm 



'ni 



log m 

7?^ — 71 1 0, 



"in 



Nach der in 18 erorterten Erweiterung des Pringsheimschen Satzes ist dieser Aus- 
druck mit wachsendem m kleiner als jede beliebige Grosse. Mithin a fortiori 



lim tr' 



m ~ 00 



'X •— a 



:= 0. 



n 



Andererseits ist 



I 00 



'm + 2 



JU "~~ f^V'Jl 



<t 



00 



m + 2 



a 



= t 



00 



,00 



m + 2 



a 



n 



+ ^'^'+^(ia- 



n 



a 



X 



< t 



00 



m + 2 



a 



n 



a 



m+i 



n 



a 



m+i\ / \ *-*'« 



)|«, 



<t 



CO 



m + 2 



?n+i 



J-_ , ^00 (m 4- 1) \hu+i 



(7?z. + 1) I b,,,+^ I ) n . I &;,,+! 



da ja I h^^, \ = | hj^^j^^ | war, 



= S 



00 



1 



7-/1 + 2 



a 






,00 



?7^ 4- 1 



n 



7 I ^7-rt + 2 

^m+\ I 



71 (71 — m — 1) * 



Es ist aber 



m + 1 



76 {n — 772 — 1) 



identisch 



1 _^ 1 

n — 7?i -— 1 71 



somit 



Mithin schliessiich 



771 + 1 
71 (71 — 7?1 — 1) 



5^1+2 ;;7:;" ::: — vc asymptotisch =: logm. 



'm+2 



1 



/Xy "~~ tt'j 



< :S 



00 



log m 



Hi + 2 






1 



Aus der Convergenz von ^ — r und der bereits angewandten Erweiterung des Prings- 
heimschen Satzes folgt demnach 



lim S! 

m = 00 



00 

-m + 2 



•X^ Ct'j^ 



= 0. 



464 DE. E. LASKEE IJBEE EETHEN AUF DEE C0NVEEC4ENZGEENZE. 



Liegt X im asymptotischen Bereich, so ist 






,h " ^m -f 1 

Aucli war lim n, = oo 



/)-» 
' ^??+i 



m 

Vii ~ CO 



Daraus gelit danii zur Evidenz liervor, dass, weiin x im asymptotischen Bereiche sicli 
dem Punkte oj == oo amiahert (d . h j x j von irgend einer angebbaren Lage von x 
auf der Annaherungscurve niemals abnimmt), 

lim fi(x) := . Q. e. d, 

a: = 00 

3. Ist if) [x) r= n^ ( 1 — — \ , SO ist 

Einen wie oben konstruierten asymptotischen Bereich woUen wir L nennen. Von 
einer ganzen Function ¥{x) (des genre 0), deren logaritmischer Differentiakpotient 
in einem asymptotischen Bereich % sich der niihert, woUen wir sagen, sie gehore zu 
dem asymptotischen Bereiche 51 Alsdann konnen wir zeigen, dass zu L alle ganzen 
Functionen gehoren, die sich in der Form, schreiben lassen 

wenn die c der Bedingung O genltgen, dass die Reihe ^ c.^ . ii" einen von ver- 
schiedenen Convergenzradius hat mid c^ ^f=. ist. 

Eunachst woUen wir nachweisen, dass, wenn die c der Bedingung O genligen, die 
Reihe Sc;.. . (f)^''^{x) eine ganze Function ^jj{x) von x darstellt. Nachdem woUen wir 

zur Evidenz bringen, dass Mm ^ ~ = 0, in L, und dass xb (x) eine Function des 

genre ist, deren NuUpunkte im Nichtbereich von L Hegen. 

Nach einem Satze von Poincare ist die 7i*^ Wurzel aus dem ^ilfachen des n^"^ Co- 
ffizienten der Taylorschen Entwickekmg einer Function des genre in der Grenze 
fltr n = 00 behebig klein. Mit anderen Worten, es ist 






wo S eine behebig vorgegebene Zahl ist, wenn nur n geniigend gross gewahlt wird. 
Der Wert von x ist dabei behebig. Somit convergiert t^c-u > <l>^"\x) fltr jeden endhchen 
Wert von x\ und stellt demnach eine ganze Function von x dar, 

1 . 

Es sei 7] , 72 • • • 7^ • • • ^^^^ Folge positiver Grossen, derart dass 2 — convergiert. 

Es sei ferner 
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9 7" *-^ 7" 
ATI * i. 7 ^3 * ^^S 
jlil..LSC18j11I1 is u /i^i 5 — ^"^ -) r ? • 



n . ^ 



;i 



/t^i 



k 



ki-^i 



, . . . eine Folge positiver immerfort abneh- 



mender Grossen, dereii Grenzwert die ist. Denn es ist identisch 



dm B (w) 



1 



X -j~ fy^^ 



1 



(x + 7»)" 



3 («) 






Mi thin fiir jeden positiven Wert von x 
Nach einem Satze von Hebmite ist 



oder 



3 (x) ^ S' (x) • 



X 



3' (x) = ^' (0) . n 1 + -" , 

\ 7«/ 

wo die yj den y„ zwischengelagert sind. Es ist somit auch 

3"(x) 3^'^i) ^'!:^*M 

3'(x) -^ 3" (3^ > . . . > ^(„)^^^ . 

Nach dem Satze von Poincaiie zeigt sich, dass der Grenzwert der Folge ist. 
Setzen wir noch x = 0, so haben wir damit die Behauptung verificiert. 



Es sei nun angesetzt y,, — 

3{t) = nr(i + 

Es ist identisch 



t 






11] ( 1 "-f" 



X — a,. 



*^(? + _ v» ^^_9Z^ 



^ {^^ 



^■^1 



n\ (p(x) 



fit 

• < 



Danach ist evident 



(j)^''h 



I (f) X 



n 



< k,, und 






~ hi 



fiir jeden Wert von n und ir. Mithin ist 



i/r (,?j) 



^(a;) 



S 



a 



';^ 



7^ « 



Nahert sich innerhalb L a:) dem Punkte ii^ = qo , so war aber 

lim ^2 = 0. 

Darans kommt dann leicht, dass innerhalb L 



lim 



^V gr rf Ov; 






= c 



0' 



VOL, CXCVl. — A. 



3 o 
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Auch ist 



Mithin 



lim 



a: = 00 



lim 



fXx) 



r^ = oo f{x) 



(j} (x) 



O5 da ja Oq 4=- 0. 



Eiii Satz, der, wie es scheint, you Hermite iind Hue witz imabhangig von einaiider 
au&efundeii wiirde. besagt folffeiides : Ist innerhalb eines einfach zusaBimen- 

C5 ■' CD CD 

hangendeii Bereiches B eine Function u eindeiitig iind olme wesentliche Singulari- 
taten, und ist auf dem Rande Yon B liberall jte] < 1, so iiimmt u innerhalb B genau 
so oft den Wert 1 an als die Function dort den Wert 00 annimmt. Der Beweis ruht 



1 J? 1 

darauij class 



to 



0, da bei Beschreibunff des Randes B, wes^en 



■u 



<L 1 



u 



eine Contour beschreibt, die den Punkt ti =:= ansschliesst. 

Wir beschreiben nun um jeden der Kreise L^^ eine Contour C,,, die innerhalb des 
Bereiches L liegt: Wahlen wir n genligend gross, so ist wegen 



auf C,, 



Somit hat die Gleichung 



,. 1^(03) — % . <h{x) 

iim -" ---^ — 

^ (x) — Cq , <j) (x) 



6 (x) 



1^ (0?) — % . ^ (x) 

4> (^) 



< s« 



'0 



innerhalb C,, genau so viel Wurzeln, als die linke Seite dort den Wert 00 annimmt^ 
d. h. genau eine. Die Wurzeln von -^{x) liegen daher im Nichtbereich von L^ und 
zwar je eine ihrer Wurzeln in L,^, sobald n einen angebbaren Wert e tlbersteigt, der 
nur von den Werten Cq, Ci, c^ , . . c^^ . . . abhangig ist. Es ist danach 4^{x) 
offenbar eine Function des genre 0, denn die Moglichkeit der Existenz eines storenden 
Factor der Form e^^""^ ist nach den entwickelten Ungleichungen tlberhaupt aus- 
geschlossen. 

4. Wir werden ietzt daran gehen, den allffemeineren Satz zu erweisen, den wir den 

tJ CD ' CD ■' 

Satz S nennen woUen. 



Satz S : Ist/{^) 
dass 







Sr "'" ' J wo die c.)i und a» der Bedinffung O unterworfen sind 



tAy 



a 



n 



1) Sf-^ absolut convergiert. 



■it 



2) \ar,\ ^ 

3) lima. 



a 



It 



00 



wenn n 



n 



% = 00 



so giebt es einen asymptotischen Bereich, in welchem 

Vim fipc) =r 0. 



aj= 00 
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WoUte man den Beweis des Satzes S in der Art und Weise ftihren, wie vorhin den 
Beweis des in 2 gegebenen Satzes, so wiirde man zu keinem Ergebnis gelangen. Der 
zu construierende asymptotische Bereich hangt ganz und gar von der Lagerung der 
Un und c,, ab, und liber diese kann man ohne besondere Annahmen ausserordentlich 
wenig sagen. Was sich allgemein sagen lasst, ist wenig mehr als in der Grenzbezie- 

hunp; ^^^ 



^ll+ 1%! + ••* "^ 



n = CO 



= enthalten ist, die aus den Betrachtungen 

des Art. 1 8 folgt ; denn es lasst sich leicht zeigen, dass man Folgen c^, a,, construieren 
kann, welche den Bedingungen O genligen und fur die 



lim 



n ~ CO 



Ci 



+ 



-f- • • • "f" 



G 



n 



. r 



a 



n 



nicht mehr = 0, 



n 



WO Vn irgend eine vorgegebene liber alle Grenzen wachsende Folge darstellt. 



Es ist 



J \^J I ^ -^1 



c 



n 



X — a 



<r. 



G 



n 



n 



X 



CL 



Wir woUen zunachst zeigen, dass es eine Folge von Werten \x\ giebt, so dass 



Um \x := 00 und Hm 't'^ 



'n 



X 



a,, 



0. In dem Ausdruck %1 



G, 



n 



fassen 



X 



a. 



n 



wir alle Glieder zusammen, fur welche der Modul des Pols j a,, \ denselben Wert hat. 
Dadurch erhalten wir einen Ausdruck genau derselben Art. Da wir zunachst nur 
von positiven Grossen sprechen werden, schi*eiben wir bis auf weiteres statt |a,,(, 

Es sei X grosser als a,n, jedoch kleiner als a,,,,^-^. a^^^+i — a^, nach obigem eine 
positive von verschiedene Grosse, sei mit h^ bezeichnet und 



00 — Qj^ —j— Tj . Offi 



a 



7)1 4- 1 



1 



/ 7 



gesetzt, wo r;, r/ Irgend 2 positive von verschiedene Grossen, die der Beziehung 



>*enugen 



Yj -\- 7)' 



1. 



Es ist nun 






a 



n 



Q3 



a. 



n 






G,)i 



X ■~~" CO 



^. V^ 



G 



n 



^m -f 1 



n 



a 



n 



X 



2^1 



m G. 



n 



'm, 






X — Ct-n 7) . h^i ' CC 



r)l 



G 



m—l 



«m-l + V ■i'. 



+ 



'm—2 



m ^''M 



(^hi~.% ■\' If] .h 



I • • • 5 



m 



m G.,1 



V ■ Si ,;: — 



'71 



G 



m 






'in— I 



X ■ CCn f I'M). 4-1 ii'm. X 






G, 



■m~~2 



"m+i 



■'■m 



7} 7) 



m 



< 



G, 



m 



a. 



'/«+l 



CL 



-i- 



G. 



■m—l 



m 



a 



m+i 



a 



+ 



■'m~~2 



m~i 



a 



m+i 



a 



mmJLmm 

I • * 



m~-2 



3 o 2 



P 



m* 
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Ahnlich ist 

T / ^oo ^n ^ ^7U+l I ^Hi+2 I ' ^-wi+S I 

una 7j . 2,,,, + 1 — ^^^^ — < ^ — - + -; — + — + , . , — g.^^,^, 

Wenn es Indices m glebt, fllr welche j)m "^^nd q„, kleiner Avird als eine beliebig vorge 
gebene Grosse, so wird es auch eine Folge liber alle Grenzen wachsender Grossen 
geben, fur welche /(x) kleiner als eine beliebig vorgegebene Grosse wird, 

p,n war :^ ^h — — " un.a qr^ = > ^ 



X 



Wenn a;.,^ . /,/ > 2 . a^^^ wird, so ist 



^'>n+h> ^ ,, vr ^>M+/. 






It. 



^' c(^m+h' — ^hi ''' a 



? 



m~\-h 



und diese Summe wird ftir genligend grosse m kleiner als eine beliebig vorgegebene 



Grosse, da nach Voraussetzunp; die Summe ^^' -~^ convere;iert. Somit setzen wir 



Clh 



^m' -— -4^^ "~~~ ""^^^^^ ""'? 



WO A' definiert ist als der kleinste Index, ftir den a.^ + // g: 2 . a,^, und stellen uns 
nun die Aufgabe, zu erweisen, dass die einer der Grenzpunkte der Folge ^^m + ^m 
ist. Der Beweis ist mop:lich nach der hier befolp^ten Metode. 

Zunachst machen wir eine Voraussetzung V liber die Folge der a^,, welche aber die 
AUgemeinheit in keiner Weise einschrankL Wir nehmen an, dass o,;,^j— a,, 
kleiner sei als eine Constante €, und dass lim au+i -— a,, = 0. Trifft fur die that- 



■Jl = 00 



sachlich gegebene Folge diese Voraussetzung nicht zu, so steht es uns frei, der 

G 

Function f{x) soviel Glieder der Form — — zuzusetzen, dass fiir die so condensierte 

Folge der a die Voraussetzung zutrifft. Die c der Zusatzglieder wahlen wir sammt- 
lich = 0, oder, wenn wir woUen, von verschieden und so klein, dass die Summe 

S - immer noch convermert. Ist ftir die erweiterte Function der zu beweisende 
a ^ 

Satz richtlg, so ist er es auch gewiss {iir f(x). 

Wir definieren nun vier Functionen einer reellen positiven Variabelen f durch die 

Gleichungen 

C (f) =^ t7 Pn . {<^n + l — a,,) . t^n-Vl ^ 
D (f ) = Sr qn {an^i — a,) . ^^n + l . 
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Diese vier Punctionen, wie sich sehr bald zeigen wird, sind durch obige Reihen 
erklart fiir die Werte ^ <C 1, 

Es handelt sich nun nm die asymptotische Darstellunff der vier Functionen bei 
^ =: 1. T>GT Kiirze wegen werden wir statt des haufig wiederkehrenden 

lim - = 1 

einfacher schreiben u = iK Ferner werden wir einen ofter wiederkehrenden Process 
kurz ^^ nennen, Der Prozess ist auf B(f) angewandt der folgende. Es ist 

B (^) = Sr Oil . i""" 5 also, wenn ^ < 1, 

Nun fassen wir alle Glieder zusammen, die mit deniselben Exponenten i""' multi- 
pliciert sind, und nennen den resultierenden Coefficienten von ^'"^ cj, 

Es ist also L(f)>B(|^)>i. L(^) 

mid B(0 = L(a. 



C ' 

Offonbar ist tt ~ convergent, daher auch 

m 



•1 

JLJ \ b / • 3 • 



Auf A(^) angewandt liefert *^ nach Theorem T und V 

1 

Ehe wir %s auf C(£) und J){^) anwenden konnen, miissen wir dieselben transfor- 
mieren. Wir ordnen C(f) und D(f) urn, indem wir alle Glieder, die mit demselben 
Coefficienten c^ multipliciert sind, zusammenfassen. Dadurch wird 

Setzen wir ^f ^^^^±^-^^^^^^^ . f "-" = f' ■ E„ (i) , so ist 

1 

was nach ^4^ und Theorem T und V sich verhalt wie YZTt ' Within 



E,^ ^ log ( - — -T ), und nach Theorem T 



G{i) = B{i).log' ^ 



\^ b/ 
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C(f) 



richtig ist fiir 



d^ ist also convergent. Wir werden nachweisen, dass dasselbe 



D(f) 



^1-^ 



Y~\ d^^ Die Notwendigkeit dieses Nachweises war auch 



der Grand, warum wir statt der q,, die qj einfuhren mussten ; denn 
'^ d^ , Sr^^ {an + 1 — an) ^"'"'^^ 

loo' ( ^ \ ware im allgemeinen nicht mehr convergent, 

Es ist, wenn wir in D(^), wie es vorhin bei C(^) gethan wurde, die Glieder zusani- 
menfassen, welche zu demselben CoefScienten a^, gehoren, 



QO n 



f ^^?«— /(i+i """ ^^'j^— /i 



aft. a,,i_,]^ 



(■hi-liW 



Dabei ist h die grosste ganze Zahl, fiir welche die Ungieichnng gilt 
also fiir jedes gegebene n bestimmt. Nun ist evident, nach V, 



k 






sr^l^ an^h+i "~" ^n-h ^^n--h 



h 



a^-fi a.^i__}i 



. r 



jedoch 



^^ OC ^ h 



Andererseits ist 



^ Vf ^^«-/^4-i — a n^h ^»,,.-.^ 



a,, -- a,,^j, 



^. 



31 



f "-^l 



h ^^l-^'^l 



an^ji ^a 



it 11 — - a,ii__]i 



t- 7 



'^ (a,^/,+i ^ a,„/,) ^""^^-^^^ , 



somit nach 5P und V 



(35, 



k 



an-}f\-\ an- k > (X,^j ~h-\-l 



Cin ""— an —It 



und nach ^ und l^heorem T 



wo V 



._o 



L ^,._ ! 



E (a,,), 



1. ? L 



e « I 



i-^ 



V 



D(f) ^X^ On 



— 4- > — 4- J-. 



\ 



2 I 



00 



m 



'Jii—l tm~-'^ 



„ ™_.„ J „ || B,I^„ III I III, 



2 / 



m 
9 



Es ist aber ofienbar nach ^ 



^«* <??;? "g "T" . . , -|- 



1 \ 



??1 



. f»-^ <D(^)<^-^f e,; 1 + 



» ! ' ■< -»» ■ ■' « 



1 \ 



"ill 

2 
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odei% das Zeichen < asymptotisch aufgefasst, nach Theorem T 



m 



Auch ist 



y;m c\n . logm . t' i I> (I) i 5"" ^^'m « log w . 1^ 
1 1 

S}c',„ . e' (f + f + . . . + £) < (^f c'„ . |^»0 log {tzT'^' a^«o 



■X) .^ ,00 



^^^O;, . log^i. . f- iX^;^0;, . f- . log (^^^yj. 

- y--^ . S(l^), auf 

angewandt, convergent sein muss. 

Ware nun p^, + 2// fiii* jeden Wert von n grosser als eine angebbare endliche, von 
Null verschiedene positive Zalil S, so ware 

G (g) + D (g) a.A(g) 

also log/-JL^\ > log 



Nun war aber 



iC(f) + D(f) _ ■ .., , 

--^"-^> — Y-^ af convergent, wahrend 



wegen ^{i) 



log I ^ 

1 



'1 



-1-1 
A (I) 



loj 





df divenriert. 



Somit kann eine solche Zahl 8 nicht existieren. Wie klein auch eine vorgegebene 
Zahl S sei, die Folge p^j + qj enthalt immer Glieder, welche kleiner sind als S. 

Dasselbe ist auch wahr fiir p„ + q^ also auch fiir pn wie q^ individuell. Nun 
hatten wir aber 

\f{x)\ <^ + %. 

7) Tj 



Somit erhalten wir : Ist./(cr) = :Sr — - — gegeben, so bilden wir alle Ausdrticke 

p.^ und qn mit Hulfe der Folgen [ c.^ \ und | a„ \ . Wir bilden dann p,, + q„ und 
bestimmen diejenige Reihe der Indices 



472 
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fiir welche p,,,. + <ln. kleiner ist als jedes der vorliergehenden Glieder der Folgo 
Pu + <ln* Diese Folge von Indices existiert nach obigem tnid erstreckt sich ins 
Unendliche. Die \aj\ |a#.+i| nennen wir die ausgezeichneten Intervalle. 

Die Werte von p^ nennen wir Bj und diejenigen 



von q.„. 



e « « 



€j 



Es ist dann lim S^- 

j= CO 

positiver Zahlen 



und lim ej = 0. Alsdann bestimmen wir irgend eine Folge 



^=Q0 



Vj' VJ 



derart, dass beide von verschieden sind, dass 



JLtJX JLltyX 



und dass 



VJ + Vj = 1 
Imi ~^ -jl — ^ ^ 

j = 00 Vj Vj 



Schlagen wir dann mit 7'j = |a„.j 4- 7)j( 
so ist ftlr jeden Punkt xj auf dem Kreise 0^ 



ft J + 1 



8,; 



a 



ih 



) Kreise Cy um den Nnlljjunkt. 



und 



^ ^ ' Vj v/ 
lim \f{xj) 1 = 0. 

j = 00 



S.I 



ist, fassen 



AUe Pole a, deren Modul grosser als a,,. \ und kleiner als, oder == 

CD J \ 

wir in eine Gruppe G^- zusammen. Dieselbe umgeben wir mit einer Contour L.-, die 



derart construiert ist, dass die Summe S 



X 



a 



erstreckt liber die Punkte a der 



Gruppe G^-j flir alle Punkte x ausserhalb Lj kleiner ist als die grossere der beiden 



Zahlen 



Vj Vj 



und 



6i 



:;+i 



%'+l 



Vj+1 Vj+i 



Die Jjj bilden dann den asymptotischen Niclitbereich des zu construierenden asymp- 
totischen Bereiches L. Es ist offenbar in L lim f(x) = 0. Dass L die beiden in 1 

X — CO 

erwahnten Bedingungen erfltllt, erhellt aus der Thatsache, dass eine beliebige 
endliche Anzahl solcher Bereiche L wiederum einen solclien Bereich L gemein haben ; 
und dass Kreise in L moglich sind, deren Radius beliebig gross wird. 

5. Der Satz S lasst sich mit den bereits verwandten Hiilfsmitteln erweitern auf 
Functionen 

^ ^ ^ (x - a,,f 

c f ^ 

derart dass 2 -^ und :S -~ absolut converg-ieren, 

ft.. n ^ O 



DR. E. LASKEE UBEE EEIHEN AUF DEE CONVEEGENZGEENZE, 



473 



Es tritt nur an Stelle der einfachen Integration nach ^ eine zwelfache Integration 
nach ^, IJberhaupt Hesse er sich anssprechen fiir Summen iSf "^m derart dass in 
x= oo Un=^ 0, und dass u^i eine ratidnale Function von x ist, deren Nenner niemals 
einen angebbaren Grad liberschreitet. Ohne Zweifel kann man ibn auch erweitern 

1 ... 1 
auf Summen Sf Um, deren Terme it,, analytische Functionen von - sind, die bei " = 



X 



regular sich verhalten. Nur erfordert diese Erweiterung eine ungemein feine 
Differentiation in den Begriffsbildungen, und der Beweis dieses Satzes dlirfte an 
Schwierigkeit den des Satzes S bedeutend tiberschreiten. 

Der Satz S lasst sich sehr leicht nach einer anderen Richtung hin erweitern, welche 
fllr die Theorie der ganzen Functionen sehr wichtig ist. Nichts hindert uns im 
voranstehenden Beweis anzunehmen, dass die e,^ irgendwie von x abhangen, wenn 
nur eine Constante c sich finden lasst, so dass flir jede in Betracht kommende Lage 

von .'^r^ Srf"^ < ^*- Daher kann man ohne weiteres den Satz S' aussprechen, der 



a,,. 



lautet : 



Satz S^ : Ist f{x) = tl 
in welchem 



(Jn\^) 



gn{ctn)[^^ — Ctn) 



, SO giebt es einen asymptotischen Bereich L, 






wo 



M.{x) 



9i i^) 



% • 9 1 i^h) 



+ 



9$ (^) 



92 i^h") • ^h 






9$(^) 



g,^ (cQ . «3 



■II irwiw 



• • » 9 



denn dann ist die obenerwahnte Zahl c = 1. 



s sei nun qj^\ 



9n\Pn) ' \p (^^n) 



, WO G {x) eine ganze Function. 



91 (^') 
9i {^d 



> I | i I I'll 



1^1 
9q K) 



—y" . . . •"}"" 



93M 
9n M 



l » • • 



sei wiederum mit M (x) bezeichnet. Integrieren wir zwischen irgend 2 Punkten x^, x^ 
eines im asymptotischen Bereiche liegenden Kreises mit Radius r um 0, so wird 



log 






tt 



9n ip^ 



Xi 



9n (<^fn) ' i:^ — C^n) 



, OjX . 



G^ (-«) 
Ist S . M (r) das Maximum von gr^ 



auf jenem Kreise, so ist also 



log 



G^g) 
G (a^) 



< C.r.S.M(r), 



wo C . r die Lange des Bogens zwischen x^ und x^^ misst, C also eine Grosse < 2w ist. 
Aus dieser Beziehung fliesst sogleich 
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1) Das Maximum von |G(aj)| auf jenem Kreise ist < e^^-^-^'-^^O') ; 

2) Das Minimum von jG(cf)| auf jenem Kreise ist > g-STr ,;§ . r , M(r)^ 



da ja 



log ^^"l 



> log 






ist. 



Fernei" folgt noch : Das Wachstum des imaginaren Teiles von log G (x), wenn x 
von x^ nach x^ sich continuierlich auf jenem Kreise bewegt, ist an absolutem Werte 

< C.r.8,M(r). 

6. Ist insbesondere G (x) eine Function des genre l^ so ist g,, (x) := x\ und es ergiebt 
sich daher aus 5 Satz : Ist G (x) eine Function des genre /, so kann man eine 
Folge von Kreisen Ci, Cg, C^ . . . C^, . , . um den NuUpunkt mit den Radien R^, 
Rg . . . Rm . . . bestimmen, derart dass flir Punkte x auf C^, 



G{x)\ > e'™^-i^^» 



i+i 



wenn nur n genligend gross gewahlt wird, wie klein die vorgegebene positive Zahl 8 
auch sei. 

In Hadamabd's beruhmten preisgekronten Abhandlung spielt ein Satz der obigen 
Art eine sehr wichtige Rolle. Ist p nach Borel die Ordnung von G (x)^ so ist zufolge 
des Satzes von Hadamard eine Folge von Kreisen obiger Art moglich, auf der die 
Ungleichung besteht 

jG(^)l > e"^^^ '? 

wo e eine beliebig kleine positive von verschiedene Grosse bedeutet. Ist p keine 
ganze Zahl, so ist /> < ^ + 1 und somit geht der Satz von Hadamard dann weiter 
als der obige. Ist umgekehrt p =z I -^ l^ so ist der hier ausgesprochene Satz der 
weitergehende. 

Der Hadamardsche Satz lasst sich iibrigens unschwer aus .Satz S ableiten. Es sei 
Sr 1 <^n 1 ~^ convergent, I ^^ ^l '\' 1 . ^+1 — X setzen wir = a, Dann ist in einem 
asymptotischen Bereiche L, 



wenn wiedei 



X 



a'(x) 

r"G (x) 



fix) = t: 



1 



gesetzt ist. 



lim x"^ . /X'^) = • 



X =:cO 



Es ist namlich 



Ist 



(Ay 


•/(^) 


<tr- 








a» 


'■•1 


X 




O-m 


< X 


< 


^'' m 


+1 



CL 



I 



SO ist 



sr 






a 



'■'n 



Das Glied 



X 



woo 



a 






X 



icr 



n 



nna 



X 



a,! ( I ct,. 



^■"ii \\^ "~° ^^'n ) 



ISt <C -^m+l 



H" ^m+l 



X'^ 



CtJ{\ctn\ — {xD 



CCfi 



a 



n 



{\^n 



^\y 
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was nach Satz S f'lir geeignete Lagen von x in den ausgezeichneten Intervallen von 
Sr :: — ^^"7" kleiiier wird als jede beliebig vorgegebene Grosse. Andererseits ist 






a 






W ^. I 



Ct^i \\X "-" Cvfi I J 



V 

*^'(/}, 



"^V/ I 



CCji \\'^^ (^n I / 



da 



kleiner als 



X 



a. 



n 



X 



or 



a 



n 



< 



cr 



a 



u 



1-0- 



wenii 






> 



a 



n 



^m cr . 

^ fll' 



a. 



'n 



(T-l 



a. 



n 



Hier ist m irgend eine Zahl kleiner als m. 



Die letztere Summe ist ein Teil einer 
convergenteii Summe, ist daher fur genligend grosse Werte von m\ die im Vergleich 
zu m aber nocti sehr klein sein konnen, beliebig kleiii. Die Summe 



■iW 



X 



aber ist augenscheinlich, wenn m im Vergleich zu ni sehr gross genommen wird, 
wegen 

beliebig klein zu machen. 

Somit ist nachgewiesen, dass ein asymptotischer Bereich L existiert, innerhalb 

dessen 

lim x"". f{x) = 0, 



a; = 00 



und da fix) = ~;-~™^ war, so erhalten wir durch die bereits angewandte Integration 

den Satz von Hadamabd. Das obige Verfahren erweitert den Satz von Habamakd 
noch in soweit, dass es auch noch die Folgerung G {x) > e"^ ' ^^^ zulasst, wenn 

1 1 ii,, j ""^ noch convergiert, 

wo, wie friiher, p den Convergenzexponent der Folge | a^ \ bedeutet. 

Der obige Beweis des Hadamardschen Satzes lasst sich librigens unschwer nach 
verschiedenen Seiten hin zu einer Erweiterung des Satzes S benutzen, Doch ist es 
fiir den Augenblick unnotig, darauf naher einzugehen. 

7. Man konnte die oben entwickelten Ungleichungen benutzen, um, dem schonen 

Ideengange der Hadamardschen und Borelschen Untersuchungen folgend, eine 

Theorie der ganzen Functionen aufzustellen. Es wiirde sich dabei empfehlen, den 

BegrifF einer Gattwig von ganzen Functionen einzufuhren, wobei ein und derselben 

Gattung alle diejenigen Functionen angehoren wlirden, deren ^i (a;) . . . ^«(a^) . . . 

gegeben ist. Adoptiert man den Borelschen Standpunkt, dem derselbe bereits in 

seiner, in der ' Acta Mathematica,' 1896, erschienenen Abhandlung Ausdruck verliehen 

hat, so wllrde man 

g,,{x) = x'"- 



3 P 2 
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setzen, wo pj^ eine passend gewahlte Folge ganzer Zalilen ist, die mit wachsendem n 
niemals abnehmen. Setzt man insbesondei'e 

j^ i\ log n \ 
' \ log log nj 

so wllrde die entsteliende Gattung eineri Teil der Borelsclien Fiiiictionen 2tei' Classe 
umfassen, namlich jenen Teil, deren Ordnimg 2ter Classe kleiner als die Constaiite X 
seiii wiirde. Fiir die Borelschen Functionen dritter Classe, deren Ordnung < X, ware 

' \ loo: lo2f loo- n^ 



'O * o -^o ' / 



Man konnte sicli mancherlei Anfgaben stellen, insbesondere, zu erweisen, wenn G^ 
und Gg einer Gattung G angelioren, dass auch Gj + G^ wie ^— G^ ihr angehoren, oder 



dass, wenn/ (x) =: ;§ ^'^- und G (x) in den a^ verschwindet, G (x) >f (x) derselben 

Gattung angehort wie G (x). Wir konnen allerdings nicht, ohne die Grenzen dieser 
Abhandlung ungeblihrlich auszudehnen, auf die angeregten Probleme niiher eingehen. 
Wir werden nur noch einen Satz entwickeln, der in gewissem Sinne die Umkehrung 
bildet zu Satz S und die Betraclitungen dieses Capitels zu einem vorlaufigen Abschluss 
fuhrt. Derselbe lautet : 

Satz U : 1st f{x) eine eindeutige analytische Function, welche innerhalb eines 
Bereiches B erkliirt ist, und existiert in B ein asymptotischer Bereich L um einen 
singularen Punkt a von f{x), so dass in L 

lim.f(x) •= 0, 



x~a 



SO ist f{x) entwickelbar in eine convergente Sunime lii'U^^{x)^ vermehrt um eine 
in X :=■ a convergente Potenzreihe ^^ (x — ce), und zwar derart 

1) dass die ii^^ (x) durch die Singularitaten von f{x) in B definiert sind ; 

2) dass alle ii,i (x) in a* = a regulilr sind und dort den Wert liaben ; 

3) dass audi ^ (.t — a) in o^ = a den Wert bat, 

Um den Satz zu erweisen, schlagen wir innerhalb L um a mit den Eadien p,, p,, p^ 
, . , . P;, . . . . Kreise Cj, C^ . . . . C^^ . . , . Die pi bilden eine stetig abneh- 
mende Eeihe vonGrossen, so dass limp;^ = 0, (Statt der Kreise konnte man librigens 

W — OO 

auch andere Contouren wahlen, deren Maximalabstand von a <C h . p^y deren Minimal- 
abstand von a > h , p^^^ wo h^ ^ vorgegebene Constanten, Die Moglichkeit soldier 
Contoin^en in L war in der Definition von L Bedingung.) Es sei z irgend ein nidit 
singularer Punkt vony(^) in C|. 

Es sei dann -'--— -; ^^2.--.--.^ dx ^= L, (z) 

277^3(0 (a* "™«)0^- z) ^ 

und l,{z) ~~ I, + J (z) = V,, {z). 
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v,,{z) ist also das libex^ die beiden Kreise C;^, ^u-^-i erstreckte Integral von 

\J^.^ ^^ dividiert durch 'Ziri Dalier ist v.. (z) eine eindeuti£>^e Function von 

(x — a)(x - z) ' ^ ^ ^ 



'7 



welclie nur von der Art der Singularitaten von J {x)^ die zwischen C^^ und C^^^.^ 
gelegen sind, bestimmt ist. Offenbar ist wegen 

lim f{x) =: 

auch lim I. = 0, 



ii ■-= '» 



mithin ^^ v„ (z) convergent far jede Lage von z in Cp 

z rticke zwischen Cm nnd C;;,+j^. Alsdann ist I,,, (z) — I;„4.| (z) nicht melir =: v„, (z)^ 

sondern, dsi x = z einen Pol von ; — ~-'^-~- r bildet, 

{x ■— a) (x "- z) 

fiz) 

ofienbar = — • 5^--- + '^hni^^- Ans lim I,, = 



n = 00 



kommt (Ii — I3) + (I^ — I3) + (I3 — I4) + . . . . = Ii; 

mithin ^"^ "^AA = ~^ — ~~ + 1|* 

I ^ z — a 



/v 
^ 



\ ist imn augenscheinlicli eine eindeutige Function von z, welche ftir hde Lage von 
innerhalb C^ endlich ist. Mithin ist I^ ni eine Potenzreihe nach aulsteigenden 
Potenzen von z — a entwickelbar, welche in C^ convergiert. Setzen wir nun 

^J}(2; — Q^) = — (2; — ii)\{z) 
und t^;^(^) = (^ — a)v,,{z), 

so ist der Satz U verificiert, 

Aus Satz U folgt z. B. : — Liegen in dem asymptotischen Bereich L keine Singulari- 
taten Yo\\f{x), so ist f{x) in L und dem Nichtbereich von L regular, und es ist 
liberhaupt lim/(5c) = 0. Oder auch : Hat /(a?) in L keine wesentlichen Singulari- 

taten, sondern nur Pole a^^ a^ . . , , a^ .... und ist in a^ 



f^-) - y^ + (i-~5= + • • • + c;^.) (- - «) 



regular, so ist identisch 

f{x) = tx{z- a) 



^1) n I ^2? « I I ^h) n 



+ r.:^^^ + . . . + 



^^ (z — a). 



z — a,, (z — a,,f ' (z — a,,)\ 

Dabei ist die Summe Sf . . . . flir jeden Wert von z convergent, doch nicht absolute 
sondern bedingt. Man muss, um die Convergenz der Summe zu sichern, immer 
diejenigen Terme zusammenfassen, welche den singularen Punkten ai entsprechen, die 
gemeinsam zwischen 2 aufeinanderfolgenden Contouren C liegen. Selbst bei dieser 
Zusammenfassung ist die absolute Converp;enz noch nicht erwiesen. 



